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- 导 版 谤 于 


《数学 方法 论 人 门 》 原 出 版 于 1985 年 。 尽 管 在 发 行 初期 
曾 由 于 发 行 渠道 不 够 通畅 遭遇 到 了 一 定 困难 ,但 有 幸 得 到 了 
《中 学 数学 》 杂 志 编 辑 部 .特别 是 原 主编 唐 复苏 教授 的 大 力 
支持 ， 结 果 首 印 3000 册 书 在 两 个 月 内 就 通过 邮购 销售 一 空 ， 
更 有 不 少 读者 因 未 能 买 到 此 书 而 表示 遗憾 。 

和 1985 年 以 来 ,已 经 整整 20 个 年 头 过 去 了 。 在 这 一 期 间 ， 
数学 方法 论 已 由 当时 的 一 门 新 兴学 科 逐 渐 成 为 了 广大 数学 
教师 耳熟能详 的 一 门 重要 学 科 , 更 有 不 少 教师 在 如 何 用 数学 
方法 论 指导 实际 教学 活动 这 一 方面 作出 了 很 好 的 工作 。 如 果 
说 《数学 方法 论 入 门 》 一 书 也 曾 在 这 一 过 程 中 发 挥 了 一 定 作 
用 ,这 无 疑 是 令 笔者 十 分 高 兴 的 。 

20 年 后 ,浙江 教育 出 版 社 有 意 将 《数学 方法 论 入 门 》 充 
实 再 版 ,这 当然 是 对 于 当年 工作 的 直接 肯定 ,同时 考虑 到 这 
一 著作 作为 一 本 通俗 易 懂 的 数学 方法 论 入 门 书 ,对 于 新 进 者 
仍 有 一 定 的 参考 价值 。 正 是 基于 这 样 的 考虑 ,再 版 时 对 原版 
中 的 主要 内 容 ( 第 1 章 至 第 5 章 ) 基 本 上 保留 了 原来 的 面 谣 ; 
同时 ,为 了 充分 反映 这 一 领域 中 的 最 新 进展 ,以 及 更 好 地 促 
进 数学 方法 论 与 实际 数学 教学 活动 的 紧密 联系 ,再 版 时 增加 
了 6、7 两 章 。 和 希望 能 再 次 得 到 广大 读者 的 肯定 。 

一 本 著作 在 出 版 20 年 后 能 够 再 版 ,对 于 作者 当然 是 一 件 
十 分 开心 的 事 , 同 时 也 应 感谢 浙江 教育 出 版 社 .特别 是 张 宝 
珍 同志 的 大 力 支持 ,更 感谢 广大 读者 ,特别 是 一 线 数学 教师 
多 年 来 所 一 直 给 予 的 认同 与 信任 。 


郑 毓 信 
2005 年 8 月 于 南京 大 学 


随 着 数学 科学 的 深入 发 展 ,讲究 数学 研究 的 艺术 并 对 数 
学 的 研究 方法 本 身 进行 专门 的 研究 已 成 为 必然 的 发 展 趋势 。 
对 此 国外 早已 开始 了 研究 ,如 著名 数学 家 G-. 波 利 亚 就 曾 以 数 
十 年 的 时 间 从 事 数学 方法 论 的 研究 。 近 年 来 ,我 国 数学 界 也 
开始 了 数学 方法 论 的 研究 , 徐 利 治 教授 的 专著 《数学 方法 论 
选 讲 》( 华中 工学 院 出 版 社 ,1983 ) 就 是 一 例 。 为 了 进一步 促 
进 数 学 方法 论 的 学 习 和 研究 ， 在 徐 利 治 教授 的 支持 与 鼓励 
下 ,笔者 写 了 《数学 方法 论 信 门 》-- 书 ,希望 能 引起 广大 读者 
的 兴趣 ,并 能 从 中 得 到 一 定 的 启发 和 提高 。 

数学 方法 论 主要 是 研究 和 讨论 数学 的 发 展 规律 .数学 的 
思想 方法 以 及 数学 中 的 发 现 、 发 明 与 创造 等 法 则 的 一 门 新 兴 
学 科 。 由 于 数学 方法 论 的 涉及 面 十 分 广泛 ,本 书 作为 一 部 “人 
门 书 ” 自然 就 不 可 能 对 所 有 这 些 问题 都 作出 详尽 的 讨论 ,而 

只 能 从 整体 的 角度 对 数学 方法 论 中 一 些 具 有 普遍 意义 的 问 
题 进行 分 析 和 讨论 。 也 正 因 如 此 ,本 书 论述 的 重点 就 不 在 于 
各 种 具体 的 研究 方法 ,而 是 一 般 性 的 思想 方法 ;分 析 的 范围 
也 不 局 限于 任 一 特殊 的 数学 分 支 , 而 是 着 眼 于 各 个 数学 分 支 
中 共性 的 东西 。 

一 部 好 的 数学 方法 论著 作 应 当 是 深入 浅 出 的 。 因 为 , 即 
使 是 初等 题材 的 研究 ,也 需要 正确 的 研究 方法 ,而 且 , 就 如 法 
国 著名 数学 家 .阿达 玛 在 其 名 著 《 数 学 领域 中 的 发 明 心理 学 》 
中 所 指出 的 ,一 个 学 生 解决 某 一 代数 或 几何 问题 的 过 程 与 数 
学 家 作出 发 现 或 创造 的 过 程 具 有 相同 的 性 质 , 至 多 只 有 程度 


上 的 差异 而 已 。 当 然 ,初等 的 题材 毕竟 不 可 能 完全 体现 现代 数 
学 的 特点 ， 解 题 方法 的 分 析 也 只 是 数学 方法 论 研究 的 一 个 侧 
面 ,因此 ,数学 方法 论 的 著作 又 必须 包含 一 定 的 提高 成 分 ,所 
涉及 的 题材 也 必须 超出 解 题 方法 的 范围 。 处 理 好 普及 与 提 
高 .特殊 与 一 般 的 关系 , 即 是 本 书 的 一 个 努力 方向 。 希望 不 仅 
能 对 大 、 中 学 生起 到 直接 的 帮助 作用 ,也 能 有 助 于 广大 数学 
教师 改进 自己 的 教学 工作 ,还 能 对 从 事 数学 .数学 哲学 及 方 
法 论 研 究 的 专业 工作 者 具有 一 定 的 参考 价值 。 

作为 数学 发 展 规律 与 研究 方法 的 分 析 ,特别 是 思想 方法 
的 研究 ,数学 方法 论 不 仅 涉及 思维 对 象 ( 数学 本 体 ) 的 辩证 
性 质 ,而且 也 涉及 思维 过 程 ( 认识 及 反映 过 程 ) 的 辩证 性 质 ， 
因此 ， 正 确 的 哲学 思想 对 于 数学 方法 论 的 研究 就 具有 特殊 的 
意义 。 本 书 也 有 意识 地 加 强 了 这 一 方面 的 分 析 。 由 于 数学 方法 
论 尚 属于 一 门 新 兴 的 学 科 , 因 此 ,本 书 的 选 题 与 立论 就 难免 有 
不 妥 之 处 ,希望 专家 与 读者 能 予以 批评 .指正 。 

笔者 在 数学 方法 论 方面 的 研究 工作 得 到 了 徐 利 治 教授 
的 直接 指导 ,因此 ,本 书 如 果 具 有 一 定价 值 的 话 ,主要 应 感谢 
徐 利 治 教授 的 帮助 和 指导 。 我 的 哲学 导师 夏 基 松 教授 在 哲学 
方面 也 给 予 我 很 大 的 帮助 。 对 此 特 表 示 诚 执 的 谢意 。 


郑 艇 信 
1985 年 2 月 于 南京 大 学 
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数学 家 的 思维 方式 


第 一 节 ”善于 使 用 化 归 是 数学 家 思维 方式 的 重要 特点 
一 、 化 归 法 的 一 般 模式 


在 数学 方法 论 的 研究 中 ,容易 首先 想到 的 一 个 问题 是 ;与 一 般 的 科学 家 (如 物理 
学 家 ) 相 比 ,数学 家 们 在 思维 方法 上 是 否 有 其 独特 的 地 方 ? 对 此 ,一 种 可 能 的 回答 是 : 

数学 家 们 特别 善于 使 用 化 归 的 方法 来 解决 问题 。 也 就 是 说 ,在 解决 问题 时 ,数学 家 们 
往往 不 是 对 问题 进行 直接 的 攻击 ,而 是 对 此 进行 变形 .使 之 转化 ,直到 最 终 把 它 化 归 
成 某 个 (或 某 些 ) 已 经 解决 的 问题 。 

空洞 的 分 析 不 如 具体 的 事例 ,下 面 就 让 我 们 举 些 实例 来 说 明 。 

【 例 1】 假设 我 们 已 经 证 明了 三 角形 的 内 角 和 为 180 ,那么 ,( 凸 ) 多 边 形 的 内 和 角 
和 就 可 按照 图 1 - 1 所 示 的 方法 来 进行 计算 。 

由 于 四 边 形 可 以 分 割 成 两 个 三 角形 ,因此 , 它 的 内 角 和 就 是 2X180"; 五 边 形 可 
以 分 成 三 个 三 角形 ,因此 , 它 的 内 角 和 是 3x180°;…… 一 般 地 ,由 于 7 边 形 可 以 分 割 
成 x 一 2) 个 三 角形 ,因此 , 它 的 内 角 和 就 是 (mn 一 2)，180 


图 1-1 
对 上 述 的 解 题 过 程 进 行 分 析 , 容易 看 出 :其 中 的 关键 在 于 把 多 边 形 分 割 成 (若干 
个 ) 三 角形 ,而 事实 上 这 就 是 把 原来 的 求 取 多 边 形 内 角 和 的 问题 化 归 成 了 求 取 三 角形 
内 角 和 的 问题 . 由 于 后 一 问题 是 已 经 解决 了 的 ,这 样 , 原 来 的 问题 通过 化 归 也 就 得 到 
了 解决 。 


【 例 2】 在 掌握 了 一 元 一 次 方程 的 解法 以 后 ,我 们 就 可 以 利用 加 减 消 元 法 或 代 
入 消 元 法 来 求解 二 元 一 次 方程 组 (更 为 一 般 地 说 ,就 是 求解 线性 方程 组 ) 。 


》 


数学 广 法 论 入 站 


3x 十 y 一 14， 中 
例如 ,方程 组 | 6” 加 
解法 1 〈 加 减 消 元 法 ): 
@+@ 得 5z=20, 即 z 一 4。 
把 x 一 4 代入 @ 并 化 简 可 得 y=2， 


Z 一 4， 
故 原 方程 的 解 为 | 一， 


解法 2 〈 代 人 消 元 法 ): 

由 @ 得 y 一 14 一 3z， @ 

把 @@ 代 入 @ 得 ”2z 一 (14 一 3z) 一 6， 

化 简 可 得 ”x=4。 

把 x 二 4 代入 @ 得 > 一 2。 

放 原 方程 组 的 解 为 | 

从 方法 论 的 角度 看 ,显然 ,这 里 所 使 用 的 也 是 化 归 的 方法 :通过 加 减 或 代入 ,我 们 
把 原来 的 求解 二 元 一 次 方程 组 的 问题 转化 成 了 求解 一 元 一 次 方程 的 问题 ( 即 达到 了 
“ 消 元 ”的 目的 ) ,由 于 后 一 问题 已 经 得 到 了 解决 ,原来 的 问题 也 就 迎刃而解 了 。 

【 例 3】 在 国外 学 术 界 中 广 为 流 传 着 这 样 一 个 笑话 ,和 先前 的 例子 相 比 , 它 也 许 
更 能 体现 数学 家 的 思维 特点 : 

有 人 提出 了 这 样 一 个 问题 “假设 在 你 面前 有 燃气 灶 、 水 龙头 水壶 ,你 想 烧 些 开 
水 ,应 当 怎 样 去 做 ?? 对 此, 某 人 这 样 回答 ,在 水 过 中 放 人 水 ,点 燃 燃 气 灶 ,再 把 水 壶 放 
到 燃气 灶 上 。” 提 问 者 肯定 了 这 一 回答 。 但 是 ,他 又 追问 道 “ 如 果 其 他 的 条 件 都 没有 变 
化 ,只 是 水 壶 中 已 经 有 了 足够 多 的 水 , 那 你 又 应 当 怎样 去 做 ?” 这 时 被 提问 者 往往 会 很 有 
信心 地 回答 说 :点 燃 燃 气 灶 ,再 把 水 壶 放 到 燃气 灶 上 。” 但 是 ,提问 者 指出 ,这 一 回答 并 
不 能 使 他 感到 满意 。 因 为 ,更 好 的 回答 应 是 这 样 的 “只 有 物理 学 家 才 会 这 样 做 ;而 数学 
家 们 则 会 倒 去 水 过 中 的 水 ,并 声称 我 已 经 把 后 一 问题 化 归 成 先前 的 问题 了 。” 

利用 化 归 法 解决 问题 的 过 程 可 简单 地 归结 为 ; 


可 以 求解 如 下 : 


例如 ,前 面 两 个 例子 中 的 解 题 过 程 就 可 分 别 表示 为 : 
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多 边 形 内 角 和 | (化 归 ) | 一 角形 内 第 和 
的 计算 间 题 的 计算 问题 


S=(n~2):180° 


二 、 化 归 的 方向 


由 未 知 到 已 知 、 由 难 到 易 、 由 繁 到 简 ”在 用 化 归 法 解决 问题 时 ,一 个 必要 的 条 件 
是 :与 原来 的 问题 相 比 ,化 归 后 所 得 出 的 问题 * 必须 是 已 经 解决 了 的 ,或 者 是 较为 容 
易 、 较 为 简单 的 。 也 就 是 说 ,化 归 的 方向 应 当 是 :由 未 知 到 已 知 ,由 难 到 易 , 由 繁 到 简 。 

可 以 用 以 下 的 例子 来 说 明 化 归 法 所 应 满足 的 条 件 ，: 

2 2 十 7 六 x 一 31， 

[ 例 4] 解 方程 组 , | 十》 二 773 十 代 十 49 一 3 

Zy 一 2。 人 

对 此 有 两 种 可 能 的 解法 : 

解法 1: 

Oz 一 5X@ 得 x 十 y: 十 2xy 十 47 十 4y 二 21， 

即 〈z 十 y) 十 4(z 十 y) 一 21 一 0。 

今 zx 十 y 一 ,就 有 必 十 4x 一 21 一 0。 

容易 解 得 一 3,w 一 一 7; 即 ZX 十 y 二 3 或 + 十 y= 二 一 7。 

从 而 ,原来 的 问题 就 化 归 成 了 如 何 求解 如 下 的 两 个 方程 组 : 

一 D， 并 一 一 7， 
人 有 这 已 经 是 不 难 解决 的 了 。 
TY 一 23; 

解法 2: 

由 加 可 得 y= 之 。@ 

把 @@ 代 人 ,有 : 

字 十 (全 ) +7z， (三 )+4z 二 4( 全 ) 一 31 即 局 二 4 一 17z2 上 8z 上 4 一 0 

从 而 ,只 要 能 求 得 这 个 四 次 方程 的 解 ,原来 的 问题 也 就 解决 了 。 

应 当 说 这 两 种 解法 在 逻辑 上 都 是 无 可 非议 的 , 即 都 可 被 看 成 化 归 法 的 具体 运用 。 
但 是 ,与 解法 2 相 比 ,解法 1 显然 更 为 可 取 。 因 为 ,一 般 的 四 次 方程 的 求解 问题 是 相 
当 困难 的 ,而 只 有 解法 1 才 真 正 达到 了 “化 未 知 为 已 知 ,化 难为 易 , 化 繁 为 简 ” 的 目的 。 

但 是 ,对 于 所 说 的 “ 繁 ? 和 “ 简 ”“ 难 ”和 “ 易 ” 等 ,我 们 不 能 仅 从 形式 上 去 看 待 ,而 必 
须 具体 问题 具体 分 析 。 例 如 ,从 形式 上 看 ,用 加 倍 法 去 计算 一 个 未 知 量 显 然 要 比 直接 


XYy=2。 


bs 
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计算 这 个 未 知 量 更 为 繁 融 ( 例 如 ,有 这 样 一 个 笑话 :一 个 于 人 想 要 弄 清 自己 究竟 有 多 
少 头羊 ,他 不 是 直接 去 对 羊 进行 点 数 ,而 是 趴 在 地 上 计算 羊 腿 的 数目 ……); 但 是 ,对 
于 以 下 的 问题 ,如 果 能 想到 用 “加 倍 法 ”, 就 很 容易 解决 : 


| 下 
Si =1 十 2 十 3 十 … 十 9 一 ? 


/ 95=? $=2 


图 1-2 
因为 ,通过 “加 倍 法 ”所 得 出 的 问题 * ,或 者 是 已 经 解决 了 的 ,或 者 是 较为 容易 解 
决 的 。 即 有 : 
29) 一 1 十 2 十 3 十 … 十 99 十 99 十 98 十 97 十 … 十 1 一 99X100 一 9 900。 


2Ss=ab 


从 而 就 有 Si= 记 Xx9 900 一 4 950， 


一 工 
9 一 2 ab, 
30 
53 二 了 一 15。 


为 了 更 清楚 地 说 明 问题 ,可 以 再 举 一 个 例子 。 

【 例 5】 用 一 根 定 长 的 绳子 在 海滩 上 围 出 一 个 面积 尽 可 能 大 的 沙滩 (临海 的 一 
面 不 用 围 ) ,试问 ;应 当 采 取 什 么 样 的 形状 ? 

运用 "加 倍 法 ”, 这 一 问题 就 容易 得 到 解决 。 因 为 ,我 们 已 经 知道 :在 具有 相同 周 
长 的 各 种 平面 图 形 中 ,以 圆 形 的 面积 为 最 大 。 因 此 ,在 现在 的 情况 下 ,我 们 就 应 采取 
圆心 在 海岸 线 上 的 半圆 形式 。 


一 
~~~ 一 -一 
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由 于 加 售后 的 未 知 量 可 以 看 成 “ 原 像 ” 与 “镜像 ”的 “合成 ”例如 ,可 以 把 上 例 中 的 
海岸 线 想像 成 一 面 镜 子 ) ,因此 ,上 述 的 方法 就 常常 被 称 为 “镜像 法 ”( 颇 有 趣 的 是 ,在 
S=1 十 2 十 3 十 … 十 99 的 例子 中 ,未 知 元 素 的 “镜像 ”恰好 就 处 于 最 理想 的 排列 方式 : 
99 十 … 十 3 十 2 十 1)。 

总 之 ,我 们 既 应 注意 化 归 的 必要 条 件 , 又 应 具体 问题 具体 分 析 , 不 能 犯 教条 主义 
的 错误 。 

由 一 般 到 特殊 ”相对 于 一 般 而 言 ,特殊 问题 的 解决 往往 比较 容易 .比较 简单 , 因 
此 ,数学 中 就 经 常用 到 由 一 般 到 特殊 的 化 归 。 

【 例 6】 由 于 特殊 类 型 的 一 元 二 次 方程 x 二 m〈m 宇 0) 的 求解 问题 是 容易 解决 
的 ,因此 ,只 要 能 把 一 般 的 一 元 二 次 方程 az: 十 pz 十 c=0 (a 关 0) 转 化 成 这 种 特殊 类 
型 (可 以 通过 “配方 ”来 实现 ) ,一 元 二 次 方程 的 求解 问题 就 解决 了 。 即 : 


ax:+bxtc=0 x=m(m 宕 0) 


的 求解 问题 b ,。 | 的 求解 问题 
a 


-bt /pA 

【 例 7】 正如 前 面 求 取 多 边 形 内 角 和 的 例子 ( 例 1) 所 表明 的 ,在 平面 直线 图 形 的 
研究 中 ,我 们 经 常用 到 由 一 般 的 多 边 形 向 特殊 的 多 边 形 一 一 三 角形 的 化 归 。 对 此 还 
可 以 四 边 形 的 研究 为 例 , 作 出 进一步 的 说 明 。 

具体 地 说 , 任 一 四 边 形 都 可 用 对 角 线 分 割 成 两 个 三 角形 ;特殊 地 ,平行 四 边 形 、 凌 
形 ,矩形 及 正方 形 等 特殊 四 边 形 更 可 以 分 割 成 一 些 特殊 的 三 角形 , 即 分 割 成 两 个 全 等 
的 三 角形 、 全 等 的 等 腰 三 角形 .全 等 的 直角 三 角形 及 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 (如 图 1 - 
5)。 这 样 , 依 据 各 种 特殊 三 角形 的 性 质 , 我 们 就 可 以 立即 推出 相应 的 四 边 形 的 性 质 。 


图 1-5 
例如 ,依据 全 等 三 角形 对 应 边 相等 ,对 应 角 相 等 的 事实 ， 就 可 扒 知 平行 四 边 形 上 
有 以 下 一 些 性 质 :中 对 边 相 等 ;@ 对 角 相 等 , 邻 角 互补 ;@@ 对 角 线 互相 平分 。 其 次 , 依 
据 等 腰 三 角形 “ 底 边 上 的 中 线 垂直 于 底 边 且 平 分 项 角 ” 的 事实 ,我 们 则 可 推 知 : 萎 形 的 
对 角 线 互相 垂直 且 平 分 顶 角 (如 图 1 - 6)。 从 而 , 鞭 形 具有 以 下 一 些 性 质 ; 吕 四 条 边 
都 相等 ;加 对 角 相 等 、 邻 角 互补 ;@ 对 角 线 互相 垂直 平分 且 平 分 顶 角 。 


ps 
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图 1-6 图 1-7 
类 似 地 ,依据 直角 三 角形 “ 斜 边 上 的 中 线 等 于 和 斜 边 的 一 半 ” 这 一 事实 ,就 可 推 知 甜 
形 的 对 角 线 相等 (如 图 1-7)。 从 而 ,和 矩形 具有 以 下 一 些 性 质 ; 对 边 相 等 ;四 个 角 
都 等 于 90 ;图 对 角 线 相等 且 互 相 平分 。 最 后 , 由 于 正方 形 既 可 被 看 作 姜 形 , 又 可 被 
看 作 和 矩形 ,因此 正方 形 具有 以 下 性 质 :四 条 边 都 相等 ;外 四 个 角 都 等 于 90 ;对 角 
线 相等 且 互 相 垂直 平分 , 且 平 分 项 角 。 正 方形 的 这 些 性 质 也 可 通过 将 它 分 割 成 两 个 
全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 来 直接 推出 (如 图 1-8)。 


人 入 罗 


图 1-8 

【 例 8】 在 高 等 数学 中 ,也 可 以 找到 很 多 由 一 般 向 特殊 化 归 的 应 用 实例 。 例 如 ， 

n 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 (y 中 十 pry 了? 了 十 … 十 py 二 0) 就 可 通过 相应 的 代数 方 
程 一 一 特征 方程 (X*? 十 p14"! 十 … 十 pp, 二 0) 来 求解 。 即 


(Y Ip + tp,y=0 ) (A pA i p.20) 
的 求解 问题 的 求解 问题 
y=ce 实 根 入 
y=e” (cicos Bx+c,sin Bx ) 复 根 a+ Bi 


更 为 一 般 地 说 ,“ 由 特殊 到 一 般 , 由 一 般 到 特殊 ”可 以 被 看 成 人 类 认识 的 一 个 基本 
规律 。 这 一 规律 在 数学 中 也 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 对 此 我 们 将 从 各 个 不 同 的 角度 逐 
步 地 予以 介绍 。 
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三 、 变 化 的 成 分 


对 所 需 解 决 的 问题 进行 变形 时 , 既 可 以 对 整个 问题 , 即 已 知 成 分 (条 件 ) 及 未 知 成 
分 (结论 ?同时 进行 变形 ,也 可 以 仅 对 其 中 的 某 一 部 分 进行 变形 。 例 如 ,前 面 所 介绍 的 
“加 倍 法 ”就 可 看 成 对 未 知 成 分 进行 变形 的 例子 ,因为 在 解 题 过 程 中 ,我 们 不 是 直接 去 
求 取 未 知 量 S, 而 是 先 求 取 它 的 2 倍 , 即 2S; 另外 ,美国 著名 的 数学 家 和 数学 教育 家 
G. 波 利 亚 在 (数学 的 发 现 ) 一 书 中 所 给 出 的 关于 “ 鸡 兔 同 笼 ?问题 的 如 下 解法 , 则 可 以 
被 看 成 对 已 知 成 分 进行 变形 的 具体 例子 。 

【 例 9〗 波 利 亚 所 讨论 的 问题 是 这 样 的 ,一 个 农夫 有 若干 只 鸡 和 兔子 ,它们 共 
有 50 个 头 和 140 只 脚 , 间 鸡 免 各 有 和 多少 只 ?” 

波 利 亚 指 出 ,我 们 可 以 假想 出 现 了 这 样 一 种 奇特 的 现象 (注意 :这 可 以 被 看 成 “ 思 
想 实验 ”在 数学 中 的 具体 应 用 ): 每 只 鸡 都 仅 用 一 只 脚 站 在 地 下 ,而 兔子 则 举 起 了 前 
腿 。 这 时 ,问题 就 不 难 解 决 了 。 因 为 ,在 这 种 情况 下 ,中 脚 的 总 数 减 少 了 一 半 , 即 只 剩 
下 70 只 脚 (这 就 是 已 知 条 件 的 变化 );@@ 鸡 头 的 数量 与 鸡 脚 的 数量 是 相等 的 ,而 如 果 
有 1 只 兔子 , 脚 的 总 数 就 要 比 头 的 总 数 大 1。 因 此 ,现在 的 脚 的 总 数 (70) 与 头 的 总 数 
(50) 的 差 就 是 兔子 的 数目 , 即 有 70 一 50 王 20 只 兔子 ;进而 , 鸡 的 数目 就 是 50 一 20 
一 30 只 。 

以 下 问题 则 可 以 看 成 对 整个 问题 进行 变形 的 例子 。 

【 例 10】 如 图 1 - 9, 已 知 三 角形 ABC 的 4 
三 条 中 线 , 求 作 这 个 三 角形 。 


依据 中 线 定理 ,我 们 知道 ;DL 一 十 mm,BL= 


二 ,CL 二 也 p( 其 中 ,m,nsp 分 别 代 表 BC,AC， c 
AB 边 上 的 中 线 的 长 )。 因 此 ,如 果 延 长 LD 至 ~ 

G 
G 点 ,使 DG 二 LD, 就 有 LG 一 号 m,BL 一 全 mw， 


BG 一 二 /因为 ABDGSACDL)。 这 样 ,原来 


的 问题 就 化 归 成 已 知 三 边 求 作 三 角形 ( 八 BLG) 的 问题 ,而 这 就 不 难 解决 了 。 具 体 作 
法 略 。 

总 之 ,在 求解 问题 的 过 程 中 ,我 们 应 既 善 于 对 未 知 成 分 或 已 知 成 分 进行 变形 ,又 
善于 对 整个 问题 进行 变形 。 一 言 以 蔽 之 ,就 是 用 可 变 的 观点 .而 不 是 用 静止 的 眼光 来 
看 待 问题 。 
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第 二 节 ”化 归 的 方法 


运用 化 归 法 时 ,关键 在 于 如 何 将 所 要 解决 的 问题 转化 成 已 经 解决 或 较为 容易 ( 简 
单 ) 的 问题 。 数 学 中 用 以 实现 化 归 的 方法 是 很 多 的 。 这 里 我 们 仪 介绍 几 种 常用 的 
方法 。 


什么 是 分 割 法 ? 对 此 ,可 以 用 法 国 著名 哲学 家 、 数 学 家 笛 卡 尔 的 一 段 话 来 回答 ， 


“把 你 所 考虑 的 每 个 问题 ,按照 可 能 和 需要 ,分 成 若干 部 分 ,使 它们 更 易于 求解 ”一般 
地 说 ,用 分 割 法 解决 问题 的 过 程 可 归结 为 : 


问题 1 
问题 *< 问题 2 


形体 分 割 法 ”在 面积 或 体积 的 计算 中 经 常用 到 的 分 割 法 (在 此 特 称 为 “形体 分 割 
法 ”, 以 与 我 们 在 此 所 介绍 的 广义 “分 割 法 ? 相 区 别 ) 可 以 看 成 通过 对 未 知 成 分 进行 分 
割 实现 化 归 的 典型 例子 。 

【 例 1〗 图 1- 10 所 示 为 弓形 面积 的 计算 方法 : 


人 一 =- 过 


图 1-10 
即 Sas 形 一,S 衣 形 一 = 角形 
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又 ,图 1- 11 所 示 为 “隧道 形 截面 积 "的 计算 方法 : 


即 SS 同道 截击 积 一 用 十 ,3 生 形 。 


站 -= 人， 


图 1-11 
一 般 地 说 ,这 种 计算 面 ( 体 ) 积 的 过 程 可 归结 ; 


复杂 图 形 的 分 制 若干 简单 网 形 
面积 计算 的 面积 计算 


一 加 法 ”在 数学 研究 中 ,对 未 知 成 分 的 分 割 常 常 被 用 以 实现 由 一 般 向 特殊 的 化 
归 。 例 如 ,通常 所 谓 的 “ 释 加 法 ”就 是 这 样 的 情况 。 

【 例 2】 平面 几何 中 关于 圆周 角 及 同 弧 所 对 的 圆心 角 之 间 关 系 的 研究 可 以 看 作 
谷 加 法 的 典型 例子 。 

如 果 圆 心 位 于 圆周 角 的 一 边 上 (如 图 1- 12 甲 ), 所 说 的 问题 就 不 难 解 决 了 。 因 
为 ,此 时 显然 有 迪 ACB 一 人 OBC, 从 而 就 有 人 AOB 二 ACB 十 OBC= 二 2 了 ACB, 也 
就 是 说 ,圆周 角 等 于 同 弧 所 对 的 圆心 角 的 一 半 。 

对 于 圆心 并 不 位 于 圆周 角 的 一 边 上 的 一 般 情况 来 说 ,只 需要 进行 适当 的 “分 割 ” 
就 可 化 归 成 上 述 的 特殊 情况 (如 图 1 - 12 乙 )。 其 中 , 了 ACB 二 人 DCB 十 人 ACD( 或 
人 ACB 二 人 DCB 一 人 ACD)。 通 过 相应 的 线性 组 合 , 我 们 就 可 证 明 上 述 关 于 “圆周 角 
等 于 同 弧 所 对 圆心 角 的 一 半 ” 的 结论 。 


| YY 《 
4 4D 


路 乙 


图 1-12 
对 上 述 例子 进行 分 析 , 可 以 看 出 : 


多 9 
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在 合 加 法 中 ,未 知 成 分 被 “分 割 ” 成 了 一 些 较为 简单 的 成 分 的 线性 组 合 。 一 般 
地 说 ,这 也 正 是 合 加 法 的 一 个 主要 特点 。 

@ 运 用 释 加 法 解决 问题 的 关键 在 于 通过 分 割 实现 由 一 般 向 特殊 的 化 归 , 只 有 这 
样 才能 真正 达到 化 未 知 为 已 知 \ 化 难为 易 .化 繁 为 简 的 目的 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ,还 可 以 “插值 问题 (公式 )” 为 例 来 进行 说 明 。 

【 例 3】 插值 问题 :给 定 x 个 不 同 的 数 xz1 xz，…,zi, 及 另外 ni 个 数 y1 yo，*…， 
Yn， 求 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 f(x) ,使 其 满足 条 件 : f(x;) 王 yi(i==1,2,…,n)。 

解 ” 对 上 述 问 题 进行 分 析 , 容 易 看 出 ,所 说 的 一 般 情况 可 以 被 看 成 以 下 个 特殊 
情况 的 “线性 组 合 ”: 对 给 定 的 个 不 同 的 数 z1 ,zs，… ,zx ,及 另外 一 个 数 ys Ck 二 1,2， 
…,n) , 求 取 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 f(x) ,使 其 满足 如 下 的 个 条 件 : 

filxi)=0(i=1,2,°%,k—1,k+1,.",n), 

fe (Tk) Ye 

其 次 ,上 述 的 特殊 情况 是 容易 求解 的 :由 于 zyzaa… 思 是 fi《z) 的 根 ， 
因此 fi (zx) 必然 包含 以 下 Cn 一 了 D 个 因子 ; (zt 一 ZCX 一 X41) (XT 一 zip1) (I 一 xz); 
从 而 ,f(x) 至 少 是 (n 一 1) 次 的 ;而 且 , 如 果 其 确 为 (一 1) 次 的 话 , 它 的 形式 必定 为 ; 

‘CX— XI TXT) TT XAT) (并 一 了 . 

进而 ,依据 f(x) 二 yi 的 条 件 , 就 可 确定 


Vk 
(x Xl ) “Th 一 1 ) (Xk Xtl ) “(Th 一 To) 


CC 一 


从 而 就 有 fe (Xx)= 2 《并 一 ) XT) TT) rx,) 
(2 


XT TE) Th Tp) Te OX) 
最 后 ,通过 线性 组 合 就 可 求 得 原 问题 的 解 , 即 “ 插 值 公式 ”.; 
MTX) XT) TT) | yr—XI) TX) rx) 
fz) 《zl 一 Za)(ZI 一 Za) (一 加) TT) rr) (rs x, ) 二 十 


yi(Z 一 ZI) 一 23) (Xr, 1) 
(Xa XI TT) (TT ) 


轨迹 交会 法 ”除去 对 未 知 成 分 本 身 进行 分 割 以 外 ,我 们 也 可 以 对 未 知 成 分 所 应 
满足 的 条 件 进行 分 割 。 例 如 ,几何 作 图 中 经 常用 到 的 “轨迹 交会 法 ”就 是 这 样 的 例子 。 
具体 地 说 ,为 了 求 得 满足 指定 条 件 的 对 象 ( 例 C 
”如 点 ), 我 们 可 以 首先 对 所 说 的 条 件 进行 分 割 ; 进 -未 
而 ,又 只 要 分 别 求 得 满足 各 个 “部 分 条 件 ”的 对 象 的 Li 
集合 ( 即 相应 的 “轨迹 ”) ,我 们 就 可 通过 求 取 各 个 集 
合 的 公共 部 分 ( 即 “交会 ”的 方法 ) 求 得 满足 原来 条 4 B 
件 的 对 象 。 | 
【 例 4】 试 作出 人 ABC 的 外 接 圆 的 圆心 , 即 满 水 
足 条 件 OA 二 OB 二 OC 的 点 OC 如 图 1 - 13)。 图 1-13 
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上 述 条 件 显 然 可 “分 割 ” 为 0A 一 OB( 部 分 条 件 一 ) 及 OB 二 OC( 部 分 条 件 二 )。 从 
而 ,就 只 要 分 别 作出 满足 上 述 条 件 的 轨迹 , 即 线段 AB 及 线段 BC 的 垂直 平分 线 , 其 
交点 就 是 所 要 求 作 的 三 角形 外 接 圆 的 圆心 。 

一 般 地 说 ,运用 轨迹 交会 法 解决 问题 的 过 程 可 归结 为 : 


与 前 述 对 于 未 知 成 分 本 身 进 行 分 割 的 方法 相同 ,对 于 轨迹 交会 法 我 们 也 应 作 广 
义 的 理解 , 即 应 当 理解 成 通过 对 未 知 成 分 所 应 满足 的 条 件 进行 分 割 而 实现 化 归 的 一 
般 方 法 ,这 样 “轨迹 交会 法 ”的 应 用 也 就 不 只 局 限于 几何 作 图 的 范围 。 例 如 ,我 们 都 有 
这 样 的 体会 ;在 求解 实际 问题 (应 用 题 ) 时 ,设立 多 个 未 知 数 常常 要 比 设立 一 个 未 知 数 
更 为 方便 ,而 这 实质 上 也 就 可 以 被 看 成 (广义 的 )“ 轨 迹 交 会 法 ”的 应 用 。 因 为 ,在 引进 

了 多 个 未 知 数 以 后 ,我 们 就 可 把 问题 中 的 未 知 成 分 看 成 一 个 多 元 的 未 知 量 ,如 (x， 

2)， (zz) 所 列 出 的 各 个 方程 就 构成 了 “部 分 条 件 ”; 进 而 ,方程 的 解 就 可 以 被 
看 成 相应 “轨迹 ”的 交点 。 

这 是 一 种 十 分 重要 的 思想 方法 , 即 我 们 可 以 把 很 多 问题 中 的 未 知 成 分 都 看 成 一 
个 多 元 "的 未 知 量 。 例 如 , 圆 就 可 以 被 看 成 这 样 的 一 个 “二 元 ”的 未 知 量 , 它 分 别 包括 
“圆心 "和 “半径 ”这 样 两 个 “未 知 元 素 ”; 类 似 地 ,曲线 方程 也 可 被 看 成 一 个 “二 元 ”的 未 
知 量 , 它 所 包括 的 则 分 别 是 “方程 的 类 型 "(是 一 次 方程 ,还 是 二 次 方程 ,……) 与 “相应 

的 系数 "这样 两 个 特殊 的 “未 知 元 素 ”。 显 然 ,在 这 样 的 理解 下 ， “轨迹 交会 法 ”的 应 用 

范围 就 得 到 了 进一步 的 扩展 。 

局 部 变动 法 ”对 于 未 知 成 分 所 应 满足 的 条 件 进 行 分 割 ,也 常常 被 用 以 实现 由 一 
般 到 特殊 的 化 归 。 例 如 ,所 谓 的 “局 部 变动 法 ”就 是 这 样 的 例子 。 

具体 地 说 ,局 部 变动 法 是 一 种 用 以 求 取 依赖 于 多 重 因素 的 单 变量 的 极 值 的 方法 ， 
由 于 所 求 取 的 极 值 对 于 每 个 可 变 因素 来 说 ,也 都 必定 是 极 值 ,因此 在 此 类 问题 的 研究 
过 程 中 ,我 们 就 可 以 暂时 国定 除 一 个 因素 以 外 的 所 有 可 变 因素 ,并 单独 研究 这 一 因素 
变化 的 结果 ;然后 ,在 解决 了 这 些 较为 特殊 的 问题 以 后 ,我 们 又 可 由 局 部 而 整体 地 求 
得 原来 所 要 求 取 的 极 值 。 

可 以 借用 波 利 亚 在 (数学 与 猜想 } 一 书 中 所 给 出 的 两 个 例子 来 说 明 局 部 变动 法 的 
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用 法 。 

【 例 5】 如 图 1 - 14,a,b 是 两 条 已 知 的 空间 直线 ,点 X,Y 
分 别 是 直线 a 和 直线 b 上 的 动 点 , 试 求 取 d==|XY| 的 最 小 值 ， 
即 直线 a,6 的 距离 。 

为 了 解决 这 一 问题 ,我 们 暂时 固定 一 个 动 点 Y, 而 单独 研 
究 点 X 变化 的 情况 。 这 时 问题 就 变 成 了 如 何 求 取 直 线 外 一 
定点 (Y) 到 这 一 直线 (a) 的 距离 。 显 然 , 当 直 线 a 上 的 动 点 X 
位 于 使 XY 垂直 于 a 的 位 置 时 ,相应 的 XY 就 是 定点 Y 到 直 
线 a 的 距离 ,也 即 立 到 直线 。 上 各 点 的 最 短 距离 。 1-14 

然后 ,我 们 又 可 交换 X 与 Y 的 位 置 , 即 固定 X 而 让 Y 单 
独 变化 。 依 据 同样 的 分 析 可 知 : 当 直 线 6。 上 的 动 点 Y 位 于 使 YX 垂直 于 6 的 位 置 时 ， 
相应 的 YX 就 是 直线 b 上 各 点 到 定点 X 的 最 短 距离 。 

最 后 ,由 于 X,Y 都 是 动 点 ,因此 ,就 只 有 当 X,Y 位 于 使 XY 同时 垂直 a 和 请 的 
位 置 时 ,d= 二 |XY| 才 可 能 是 最 小 值 。 因 为 ,如 果 XY 与 a 不 垂直 ,我 们 就 可 通过 变动 
X 点 的 位 置 (固定 Y) 使 XY 变 短 ,这 样 原来 的 XY 就 不 可 能 是 最 小 值 ;类 似 地 ,如 果 
XY 与 6 不 垂直 ,我 们 则 可 通过 移动 了 点 (固定 X) 使 XY 变 短 。 总 之 ,除非 XY 同时 
垂直 于 4 与 ,否则 d 二 |XY| 就 不 可 能 是 最 小 值 。 换 句 话说 ,如 果 有 最 小 上 距离 , 它 就 
必定 沿 着 直线 4,5 的 公 垂 线 。 

【 例 6】 给 定 边 数 ,在 已 知 圆 中 作出 具有 最 大 面 
积 的 内 接 多 边 形 。 

如 图 1- 15, 作 为 局 部 变动 法 的 具体 运用 ,我 们 
可 假设 除 一 点 (例如 X) 以 外 ,多 边 形 的 其 余 各 个 顶 
点 VW,…,Z 都 已 固定 ,也 即 都 已 位 于 它们 所 应 处 ” 
的 位 置 上 ,这样 , 剩 下 的 问题 就 是 如 何 选择 X 的 位 置 图 1_15 
使 多 边 形 的 面积 为 最 大 。 

显然 ,这 时 的 多 边 形 可 看 成 由 两 个 部 分 所 组 成 :一 个 具有 (n 一 1) 个 固定 顶点 的 多 边 
形 VW…2, 一 个 三 角形 VXZ。 由 于 前 者 的 面积 与 X 的 选择 无 关 , 因 此 现在 的 问题 就 
是 :在 固定 了 一 边 (YZ) 的 条 件 下 ,应 当 如 何 去 选 择 第 三 个 顶点 X 的 位 置 (要 求 位 于 已 知 
圆 上 ) ,使 得 人 VXZ 的 面积 最 大 。 由 于 三 角形 的 面积 等 于 底 和 高 的 乘积 的 一 半 , 因 此 ， 
为 使 AVXZ 的 面积 最 大 ,我 们 就 应 这 样 去 选择 点 X 的 位 置 ,即使 VZ 边 上 的 高 X 末 具 
有 最 大 值 。 因 此 ,X 的 位 置 就 应 满足 XV=- XZ, 即 AVXZ 应 为 等 腰 三 角形 。 

以 上 分 析 显 然 也 适用 于 多 边 形 的 其 余 各 个 顶点 ,因此 最 终 就 有 这 样 的 结论 ;当面 
积 达 到 最 大 值 时 ,多 边 形 的 所 有 各 边 必须 都 相等 , 即 具 有 最 大 面积 的 圆 内 接 多 边 形 必 
为 正 多 边 形 。 

由 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 :局 部 变动 法 是 经 由 对 未 知 成 分 所 应 满足 的 条 件 进行 
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分 割 . 也 即 通过 “局 部 化 ?来 实现 由 一 般 到 特殊 的 化 归 。 即 有 ， 


一 般 特殊 
依赖 于 多 重 因素 的 | 局 部 化 ”| 依赖 于 单 因素 的 
变量 的 极 值 问题 变量 的 极 值 问 题 


由 于 单 因素 变动 的 情况 通常 要 比 多 个 因素 同时 变动 的 情况 简单 得 多 ,因此 局 部 
变动 法 就 是 一 种 有 效 的 研究 方法 。 例 如 ,作为 这 一 方法 的 具体 应 用 ,在 高 等 数学 中 就 
有 如 下 的 关于 多 元 函数 的 极 值 定理 ， 

如 果 函 数 y=f(x 9 ,Tr ) 在 点 (Zioy X20. …,Xm) 处 有 偏 导数 存在 ， 且 fx , 
Xzo，,… ,zw) 为 y 的 极 值 , 则 有 : | 

f° (zloy Zoo Zoo) 一 0， 


f ry (X10 » TX20 To) 一 0， 


fs (Xi0 X20 "Xn0 ) —=0o 

显然 ,这 一 结论 就 是 通过 局 部 化 把 多 元 函数 的 极 值 问题 化 归 为 一 元 函数 的 极 值 
问题 而 得 到 的 。 

逐步 逼近 法 “在 运用 分 割 法 解决 问题 时 ,我 们 不 应 机 械 地 去 实行 “分 割 一 组 合 ” 
的 过 程 ,而 应 注意 充分 利用 已 获得 的 知识 。 

例如 ,在 运用 轨迹 交会 法 解决 问题 时 ,我们 不 应 独立 地 去 求 得 满足 各 个 “部 分 条 
件 ” 的 “轨迹 ”, 而 应 采取 “逐步 逼近 ”的 方法 。 也 就 是 说 ,如 果 我 们 已 经 求 得 了 满足 “部 
分 条 件 一 ”的 对 象 集合 ,这 时 就 无 须 求 出 所 有 满足 “部 分 条 件 二 ”的 对 象 , 而 只 需 在 上 
述 集 合 中 进一步 “筛选 ”出 满足 “部 分 条 件 二 ”的 对 象 。 显 然 , 这 样 就 能 充分 利用 已 获 
得 的 知识 ,从 而 更 有 效 地 解决 问题 。 

依据 以 上 的 分 析 ,在 对 原来 的 条 件 进 行 分 割 时 ,我 们 就 应 注意 分 析 如 何 才 能 更 
快 . 更 为 有 效 地 去 解决 问题 ， 也 即 应 当 注意 选择 最 佳 方案 。 例如 ,在 求 取 圆 锥 曲线 


的 方程 时 ,我 们 应 首先 确定 方程 的 类 型 (是 椭圆 方程 忆 十 疙 二 1, 双 曲线 方程 所 一 部 


二 1, 还 是 抛物 线 方 程 y= 二 2px) ,然后 再 去 求 取 相应 的 系数 (a,b,c,p,…)。 

类 似 地 ,在 求解 方程 组 时 ,我 们 也 应 首先 按照 “更 快 .更 有 效 地 解决 问题 ”这 一 原 
则 去 确定 求解 的 次 序 (不 妨 就 设 为 x1 ,xz,…,x,); 其 次 ,在 逐个 求 取 zi (i 二 1,2,…， 
7) 的 值 时 ,我 们 又 应 充分 利用 逐步 获得 的 知识 。 如 在 求解 x; 时 ,就 应 利用 已 求 得 的 
zi 的 值 ;在 求解 xz; 时 ,就 应 利用 已 求 得 的 x; 和 zi 的 值 ;…… 即 应 按照 如 图 1 - 16 所 
示 的 次 序 进行 求解 : 


DP 
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图 1- 16 
一 般 地 说 ,这 种 “充分 利用 已 获得 的 知识 作为 新 的 行动 基地 ”的 方法 就 是 所 谓 的 
“逐步 逼近 法 ”。 显 然 , 这 是 一 种 十 分 合理 的 思想 方法 。 


二 、 了 肌 射 法 


在 现代 的 数学 研究 中 ,映射 法 是 用 以 实现 化 归 的 一 种 重要 方法 。 

什么 是 映射 ? 笼统 地 说 ,就 是 指 在 两 类 数学 对 象 或 两 个 数学 集合 之 间 建 立 某 种 “对 
应 关系 ”。 利 用 映射 法 解决 问题 的 过 程 是 :首先 通过 映射 将 原来 的 问题 转化 为 问题 ; 
然后 ,在 求 得 了 问题 * 的 解答 * 以 后 ,再 通过 逆 映 射 ( 反 演 ) 求 得 原 问题 的 解 。 即 ， 


【 例 7】 徐 利 治 教 授 在 《数学 方法 论 选 讲 ) 中 , 曾 举 过 一 个 十 分 通俗 的 例子 来 说 
明 映 射 法 的 应 用 。 他 写 道 ;“ 一 个 人 对 着 镜子 剃 胡 子 , 镜 子 里 照 出 他 面 类 上 胡子 的 映 
像 ,从 胡子 到 映 象 的 关系 就 叫做 映射 。 所 以 映射 就 是 联系 着 原 象 与 映 象 的 一 种 对 应 
关系 。 他 用 剃刀 修剪 胡子 时 ,作为 原 象 的 胡子 与 剃刀 的 关系 可 以 叫 作 原 象 关系 。 这 
种 原 象 关系 在 镜子 里 表现 为 映 象 关系 。 他 从 镜子 里 看 到 这 种 映 象 关 系 后 , 便 能 调整 
剃刀 的 映 象 与 胡子 的 映 象 的 关系 ,于 是 ,他 也 就 真正 修剪 了 胡子 。 这 里 显然 用 到 了 反 
演 原则 :因为 他 已 经 根据 镜子 里 的 映 象 能 对 应 地 反 演 为 原 象 这 一 原理 ,使 剃刀 准确 地 
修剪 了 真实 的 胡子 ( 原 象 ) 。” 

【 例 8〗 利用 映射 y=z? , 双 二 次 方程 可 以 化 归 成 二 次 方程 得 到 解决 。 即 ; 


双 二 次 方程 
(如 xs-5x2+4=0 ) 
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另外 ,利用 映射 y 一 z 十 艺 可 将 一 般 的 一 元 三 次 方程 转化 成 特殊 的 三 次 方程 (二 
次 项 系数 为 0) 来 求解 。 即 ， 


【 例 9】 对 数 计算 法 是 应 用 映射 法 来 简化 问题 的 典型 例子 。 由 于 积 、 商 ( 乘 方 及 
开 方 ) 的 对 数 分 别 等 于 乘 数 或 被 除数 的 对 数 与 乘 数 或 除数 的 对 数 的 和 或 差 ( 滋 、 除 )， 
所 以 通过 对 数 映射 (zlgz) ,就 可 把 复杂 的 计算 转化 成 较 简单 的 计算 。 如 : 


【 例 10】 解析 几何 的 创立 也 可 归结 为 映射 法 的 成 功 应 用 。 

众所周知 ,在 初等 数学 中 , 数 和 形 的 研究 基本 上 是 彼此 独立 地 进行 的 。 然 而 ,由 
于 币 卡 尔 借助 于 建立 坐标 系 在 点 (曲线 ) 与 数组 (方程 ) 之 间 建 立 了 对 应 关系 ,几何 问 
题 就 可 转化 成 代数 问题 ,这 样 ,我 们 就 可 以 利用 代数 方法 来 进行 几何 的 研究 。 即 : 


例如 ,利用 解析 几何 的 方法 ,可 以 容易 地 证 明 ;三 角形 的 三 条 高 共 

证 明 : 如 图 1 - 17 ,为 简化 问题 ,不 妨 以 BC 边 为 x 轴 ， 史上 和 高 AD 为 y 
轴 。 并 设 A,B,C 三 点 的 坐标 分 别 为 A(0,a),BCb,0) ,Clc,0)。 依 据 解析 几何 的 有 
关 知 识 , 可 以 立即 求 得 三 角形 三 条 边 所 在 
直线 的 斜率 分 别 为 ; A(O, a) 


kx =0,kea 一 一 全 pas = 一 了 。 


进而 ,三 条 高 所 在 直线 的 方程 分 别 为 : 
AD:z 一 0， 

BE.cr—ay—bc=0,， 
CF:Or 一 ay 一 pc 一 0。 


( 建立 坐标 系 ) 


几何 解释 


图 1-17 


数学 方法 论 入 门 


:各 C oy " 4 
人 ,Hh rf hm Aqua 


X=0， 
有 人 ,这 三 个 方 有 公 闪 解 | 
a 

从 而 就 证 明了 三 角形 的 三 条 高 共 点 。 

值得 指出 的 是 ,解析 几何 的 创建 者 笛 卡 尔 还 曾 提出 过 一 种 更 为 一 般 的 解决 问题 
的 方法 , 即 所 谓 的 “万 能 方法 ”>。 这 一 方法 的 大 概 模式 是 : 

第 一 ,把 任何 问题 化 归 为 数学 问题 ; 

第 二 ,把 任何 数学 问题 化 归 为 代数 问题 ; 

”第 三 ,把 任何 代数 问题 归结 为 方程 式 的 求解 。 

“显然 ,认为 这 一 方法 能 被 用 以 解决 所 有 问题 的 想法 是 错误 的 ,因为 这 过 分 地 夸大 
了 化 归 法 的 作用 ;但 是 ,我 们 又 必须 承认 笛 卡 尔 的 上 述 思想 包含 一 定 的 合理 成 分 , 那 
就 是 “数学 化 “代数 化 “计算 化 ”的 思想 方法 。 例 如 ,在 几何 的 研究 中 未 必 一 定 要 建 
立 坐 标 系 ,但 也 可 以 考虑 能 否 通过 计算 来 解决 原来 的 问题 。 

【 例 11】 这 是 一 个 智力 竞赛 题 ,要 求 仅 用 两 次 ( 沿 直 
线 进行 的 ) 切 割 把 图 1- 18 变 成 一 个 与 该 图 等 积 的 正方 形 。 

为 了 解决 这 一 问题 ,比较 合理 的 思路 就 是 首先 计算 出 |24 
变形 后 所 得 出 的 正方 形 的 边 长 。 这 是 不 难 解决 的 : 设 所 得 时 
出 的 正方 形 的 边 长 为 z, 由 于 xz?==(2a)? 十 a? 二 54?, 因 此 就 2 
有 z=V54a。 进 而 根据 已 求 得 的 正方 形 的 边 长 ,我 们 就 可 图 1-18 
“有 的 放 矢 ”地 去 进行 切割 的 实践 。 容 易 发 现 ,所 要 求 取 的 切割 如 图 1 - 19 所 示 。 


图 1-19 
映射 法 的 各 种 用 法 ”映射 法 之 所 以 在 现代 数学 研究 中 有 着 广泛 的 应 用 ,一 个 重要 
的 原因 是 :就 应 用 的 范围 而 言 ,映射 法 不 仅 可 以 被 用 以 解决 诸如 求 取 某 个 未 知 量 这 类 具 
体 的 数学 问题 (对 数 计算 就 是 这 样 的 例子 ) ,也 可 以 被 用 以 解决 涉及 理论 的 整体 性 结构 
等 具有 更 高 “层次 ”的 数学 问题 。 另 外 ,就 应 用 的 性 质 而 言 ,映射 法 不 仅 能 被 用 以 得 出 问 
题 的 肯定 性 解答 ( 即 是 按照 原来 的 要 求 去 解决 问题 ,如 求 得 所 要 求 取 的 未 知 量 ) ,也 可 以 
被 用 以 得 出 问题 的 否定 性 解答 ( 即 证 明了 原来 的 问题 是 不 可 能 得 到 解决 的 ) 。 
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【 例 12】 以 非 欧 几 何 “ 相 对 相 容 性 ”的 证 明 为 例 ， 可 以 说 明 映 射 法 如 何 能 被 用 以 
解决 “更 高 层次 ”上 的 数学 问题 。 

一 个 数学 理论 ,如 果 其 中 不 会 出 现 两 个 互相 矛盾 的 结论 ,就 称 这 一 理论 为 相 容 
的 。 从 数学 史 的 角度 看 , 相 容 性 问题 的 研究 主要 是 由 于 非 欧 几何 的 发 展 所 导致 的 。 
众所周知 , 非 欧 几何 的 建立 源 于 欧 氏 平行 公理 (第 五 公设 ) 的 研究 。 平行 公 理 可 表述 
为 :过 直线 外 一 点 ,在 此 平面 内 可 以 作 、 也 只 能 作 一 条 直线 与 已 知 直 线 相 平行 。 由 于 
这 一 公理 缺乏 自明 性 (对 此 将 在 第 5 章 中 作 进 一 步 的 分 析 ) ,因此 ,从 欧 几 里 得 的 时 代 
起 ,人 们 就 一 直 企 图 对 平行 公理 进行 证 明 。 最 初 采用 的 是 正面 的 方法 , 即 希 望 能 用 别 
的 公理 对 平行 公理 进行 证 明 ; 后 来 又 出 现 了 反面 的 尝试 , 即 设 平行 公理 为 假 ,并 希望 
能 由 此 推出 矛盾 ,由 此 就 可 依据 排 中 律 断 言 平 行 公理 为 真 。 但 这 些 努力 始终 都 未 能 
取得 成 功 ,导致 人 们 逐渐 产生 了 这 样 的 想法 ,认为 用 相反 的 假设 去 代替 原来 的 欧 氏 平 
行 公理 也 能 发 展 出 合理 的 几何 理论 一 一 非 欧 几何 。 例 如 ,如 果 用 “过 直线 外 一 点 ,在 
此 平面 内 可 以 作 不 止 一 条 直线 与 已 知 直线 相 平行 ”的 规定 来 取代 欧 氏 平行 公理 ,就 可 
以 发 展 出 所 谓 的 “ 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ”( 罗 氏 几 何 ) 。 

但 是 ,正如 大 家 所 熟悉 的 ,建立 在 经 验 之 上 的 信念 不 能 代替 严格 的 证 明 。 因 此 ， 
为 了 证 明 非 欧 几 何 的 合理 性 ,一 个 重要 的 问题 就 在 于 能 否 从 理论 上 证 明 非 欧 几 何 的 
相 容 性 。 

罗氏 几何 的 相 容 性 证 明 最 早 是 由 意大利 数学 家 贝 特 拉 米 在 1868 年 给 出 的 。 他 
的 证 明 方 法 是 这 样 的 :首先 , 贝 特 拉 米 在 欧 氏 空间 的 一 个 曲面 ( 伪 球 面 ) 与 罗氏 平面 之 
间 建 立 了 对 应 关系 , 即 给 出 了 这 样 的 “翻译 ”法 则 。 利 用 这 一 法 则 ,罗氏 (平面 ) 几 何 中 
的 对 象 ( 点 、 直 线 ) 及 对 象 之 间 的 基本 关系 (如 “点 在 直线 上 ”等 ) 都 可 在 欧 氏 空间 的 这 
一 曲面 上 得 到 解释 。 其 次 ,他 又 证 明了 :在 这 样 的 解释 下 ,罗氏 几何 中 的 公理 所 对 应 
的 都 是 欧 氏 几何 中 的 定理 。 这 样 , 罗 氏 几 何 相对 于 欧 氏 几何 的 相 容 性 就 得 到 了 证 明 。 
因为 ,如 果 罗 氏 几 何 中 包括 有 两 个 互相 矛盾 的 结论 ,那么 通过 上 述 的 “翻译 ”, 在 欧 氏 
几何 中 也 就 可 以 立即 找到 两 个 相互 矛盾 的 结论 ,但 人 们 确信 欧 氏 几何 是 相 容 的 ,从 而 
也 就 不 应 怀疑 罗氏 几何 的 相 容 性 。 

由 于 贝 特 拉 米 所 证 明 的 是 罗氏 几何 相对 于 欧 氏 几何 的 相 容 性 ,因此 这 就 是 一 种 
相对 相 容 性 的 证 明 。 在 数学 的 历史 发 展 中 ,这 一 证 明 具 有 十 分 重大 的 意义 (其 直接 意 
义 在 于 : 它 从 理 rt ;而 从 上 面 的 介绍 可 以 看 出 :这 一 证 明 

实质 上 也 就 是 映射 法 的 成 功 应 

【 例 13】 几何 三 大 闪 是 不可解 性 的 证 明 可 以 看 应 应 用 映射 方法 得 出 问题 的 否 
定性 解答 的 实例 。 

所 谓 几何 三 大 难题 ,是 指 由 古 希 腊 人 所 提出 的 以 下 三 个 尺 规 作 图 问题 

加 化 方 问题 ”要求 作 一 正方 形 ,使 其 面积 等 于 已 知 圆 的 面积 , 即 要 作出 长 度 为 
V7 的 线段 ， 


外 
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们 立方 问题 ”要求 作 一 立方 体 , 使 其 体积 等 于 原 立方 体 体积 的 两 倍 , 即 要 作出 长 
度 为 /2 的 线段 ，; 

三 等 分 角 问 题 要 求 把 任意 角 三 等 分 。 

为 了 解决 这 三 个 问题 ,人 们 曾 作 了 长 期 的 努力 ,但 最 终 却 证 明了 这 些 问 题 是 不 可 
能 解决 的 ,而 这 种 “不 可 能 性 ”的 证 明 主要 就 建立 在 映射 法 之 上 。 由 于 这 一 证 明 相 当 
繁琐 ,这 里 仅 对 其 基本 思路 作 一 简单 介绍 。 

一 般 地 说 ,几何 作 图 就 是 如 何 去 确 定 某 些 点 的 三 置 ,而 所 谓 “ 尺 规 作 图 ”就 是 指 如 
何 仅仅 利用 直线 与 直线 相交 、 直 线 与 图 相 交 、 圆 与 圆 相交 这 三 种 基本 方式 去 确定 点 的 
位 置 。 按 照 形 数 对 应 的 解析 几何 观点 ,点 的 位 置 是 由 其 坐标 决定 的 ,因此 ,几何 作 图 
就 可 归结 为 求 作 定 长 的 线段 ;又 因为 我 们 总 可 以 把 作 图 开始 用 的 几何 量 的 长 度 看 作 
单位 长 ( 正 是 在 这 样 的 假设 下 ，“ 圆 化 方 问题 ”及 “ 倍 立 方 问题 " 才 可 分 别 归 结 为 求 作 长 
度 为 Vx 与 V2 的 线段 ) ,因此 ,几何 作 图 的 问题 就 可 归结 为 能 否 以 某 种 确定 的 形式 表示 
出 某 些 数 量 。 

我 们 不 妨 把 所 有 能 用 圆规 和 直 尺 作出 的 线段 统称 为 “可 作 几 何 量 ”, 而 将 其 相应 
的 数量 (在 上 述 的 假设 下 ) 统 称 为 "可 作 解 析 量 "。 例 如 ,任何 有 理 数 都 是 可 作 解 析 量 ， 
因为 我 们 总 可 用 直 尺 和 圆规 作出 长 度 为 任意 有 理 数 的 线段 。 一 般 地 说 ,由 于 直线 和 
圆 在 形 数 对 应 下 的 方程 分 别 为 二 元 一 次 方程 和 二 元 二 次 方程 ,因此 ,可 作 解 析 量 就 仅 
是 用 有 理 数 经 过 有 限 次 加 , 减 . 乘 、. 除 与 开平 方 运算 所 能 表示 的 数 。 

由 于 V2 与 Vx 都 无 法 表示 为 上 述 形式 ,因此 “ 贺 化 方 问题 ”与 “ 倍 立方 问题 ”都 是 尺 
规 作 图 不 能 解决 的 问题 。 另 外 ,为 说 明 “ 三 等 分 角 问题 ”的 不 可 解 性 ,只 要 以 60* 的 角 
为 例 进行 分 析 就 可 以 知道 :为 把 60" 角 三 等 分 ,必须 用 尺 规 作出 数量 cos20° 或 sin20"， 
但 由 于 这 两 个 数 都 必须 用 有 理 数 的 立方 根 表示 出 来 0, 也 即 无 法 表示 成 尺 规 可 作 解 
析 量 的 形式 ,因此 ,即使 是 60° 角 的 三 等 分 问题 也 不 可 能 仅 用 尺 规 得 到 解决 。 

上 述 的 证 明 过 程 可 归结 如 下 : 


形 数 对 应 _| /元 .YZ 等 能 否 表 


二 大 几何 难题 示 成 可 作 解 析 量 


几何 三 大 难题 厅 、 麻 等 不 是 可 
的 不 可 能 性 作 解析 量 


QD ”在 三 角 恒 等 式 cos3z 一 4cos3z 一 3cosz 中 ,如 令 x 二 20", 就 有 :cos60° 二 4cos320° 一 3cos20", 即 4cos?20° 
一 3eos20 一 二 一 0。 因 此 ,cos20" 就 是 以 下 的 三 次 方程 的 根 :4z3 一 3z 一 二 一 0。 但 是 ,利用 三 次 方程 的 求 根 和 


识 可 以 证 明 : 这 个 方程 有 一 个 正 实 根 ,两 个 负 实 根 ,它们 都 必须 用 有 理 数 的 三 次 方 根来 表示 。 因 此 cos20* 就 不 是 
尺 规 可 作 解 析 量 。 用 类 似 的 方法 也 可 证 明 sin20" 不 是 尺 规 可 作 解 析 量 。 
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因此 ,这 也 就 是 映射 法 的 直接 应 用 。 

三 大 几何 难 古 不 可 解 性 的 证 明 在 数学 的 历史 发 展 中 也 具有 十 分 重要 的 地 位 。 首 
先 , 它 结束 了 延续 2 000 年 之 久 的 一 件 “ 数 学 公案 ”, 从 而 避免 了 后 人 再 在 这 些 问 题 上 无 
谓 地 耗费 更 多 的 时 间 和 精力 。 其 次 ,从 方法 论 的 角度 看 ,这 一 研究 又 清楚 地 表明 了 在 数 
学 中 我 们 不 仪 应 当 积 极地 去 寻求 正面 的 .肯定 性 的 解答 ,而 且 也 应 考虑 可 能 的 、 否 定性 
的 解答 。 这 当然 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 映射 法 的 重要 作用 及 其 应 用 的 广泛 性 。 

就 如 徐 利 治 教授 在 4 数学 方法 论 选 讲 ;一 书 中 所 指出 的 ,映射 法 还 有 着 更 广泛 的 
方法 论 意义 。 他 写 道 :“ 概 念 乃 是 人 脑 活动 的 最 高 产物 , 它 是 事物 对 象 或 事物 关系 在 
人 脑 中 的 反映 ,我 们 不 妨 把 概念 的 形成 过 程 看 作 人 脑 机 制 完 成 的 映射 。 于 是 概念 便 
是 事物 原 象 (对 象 及 关系 ) 的 映 象 。 利 用 概念 思维 (包括 逻辑 分 析 推 理 ) 得 出 的 结论 ， 
返回 到 事物 原 象 上 去 解决 问题 ,这 可 以 理解 为 一 种 反 演 过 程 .” 因 此 ,一 般 情 况 下 , 通 
过 人 脑 概 念 思维 来 解决 实际 问题 的 全 过 程 ,在 一 定 条 件 下 也 就 可 以 看 成 映射 法 的 应 
用 。 再 者 ,虽然 我 们 只 是 就 映射 法 作出 了 可 以 在 不 同 层 次 与 不 同方 向 (肯定 、 和 否定 ) 上 
对 此 加 以 应 用 的 说 明 ,但 它们 在 原则 上 显然 也 适用 于 一 般 的 化 归 法 。 


恒 等 变形 法 与 参数 变异 法 是 数学 中 经 常用 到 的 另外 两 种 化 归 方 法 。 由 于 这 两 种 
方法 都 是 通过 适当 的 变化 来 实现 由 未 知 向 已 知 、 由 难 到 易 、 由 繁 到 简 的 化 归 , 因 此 我 
们 就 把 它们 统称 为 “ 求 变法 ”。 

恒 等 变 形 法 ”在 初等 数学 中 ,可 以 找到 很 多 利用 便 等 变形 来 实现 由 未 知 向 已 知 
的 化 归 的 例子 。 

【 例 14】 代数 式 的 恒 等 变形 在 求解 代数 方程 时 是 十 分 有 用 的 。 例 如 ,利用 因 式 
分 解 ,我 们 就 能 很 快 求 得 一 些 较 为 简单 的 方程 的 解 。 

如 求解 方程 :x 一 5x? 十 6x 二 0。 

由 于 x 一 57? 十 6T7= 二 x(x 一 2) (x 一 3)， 

因此 原 方程 即 为 z(z 一 2)(z 一 3) 一 0， 

由 此 可 得 ZI 一 0,Zz 一 2,7Z3 一 3。 

【 例 15】 为 了 求解 三 角 方程 ,我 们 经 常 要 用 到 三 角 式 的 恒 等 变形 。 

如 求解 方程 :sinz 一 V3cosz 一 V2。 


由 于 sinz 一 V3cosz 一 2 。 ( ; sinx cosz) 


区 ， .Xx 
一 21 cos 本 "Sitnz 一 Sim 3 * cosz ) 


一 2sin(z 一 本 )， 
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因此 , 原 方程 即 为 2sin( xz 一 了) 一 vV2， 


也 即 sin(z 一 了 ) -2 


故 解 为 zi 一 24x 十 亚 十 到 人 为 整数 ) 。 


恒 等 变 换 在 高 等 数学 中 也 有 着 广泛 的 应 
【 例 16】 A TAT EMA 经 得 到 了 解决 : 


QoX" 十 qx 十 十 Qn_i1X 十 Qax; 一 一 ;一 (n>1); 


Xx—ai(x— 二 
pz 十 c_ DZz 十 c 
2 十 力 z 十 gg (rtpzrt+aq)” 
(其 中 > 是 正 整数 ,ab 39C9 “是 任意 实数 ) 


(n>1)。 


因此 ,只 要 能 将 一 般 的 有 理 函 数 表示 成 这 五 种 函数 的 线性 组 合 ( 也 即 分 解 成 所 谓 的 
“部 分 分 式 ”, 而 这 就 是 恒 等 变 形 的 具体 运用 @) ,它们 的 积分 问题 也 就 立即 可 以 得 到 
解决 。 即 : 


三 角 范 数 的 有 再 式 。 利 用 所 谓 的 “万 能 公式 "(sinz 一 了 2 ,eos 一生 ,tan 一 


部 分 分 式 的 
积分 问题 


如 计算 : | 二 经 击 235 dz。 


由 于 被 积 函 数 可 分 解 如 下 : 


27+3 -3 十 5 1 
TXT 一 27 27z 3(z 一 1) 6(z 十 2)” 


因此 有 

2 十 3 3f 1 5 1 
| sd 2 这 dx 十 3| | s+ 
=—3ln|z|+ Sn| rl ne 


【 例 17】 如 果 对 三 角 函 数 只 施行 加 、 减 、 乘 , 除 这 四 种 运算 ,所 得 出 的 式 子 称 为 
2u 


…, 其 中 utan 也 ) 可 以 把 任意 三 角 函 数 的 有 理 式 变形 为 tan 子 的 有 理 式 ;进而 , 通 
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过 适当 的 变量 代 换 ( 令 tan 亏 F =)， 我 们 又 可 将 tan 亏 乡 的 有 理 式 的 积分 问题 转化 为 u 


的 有 理 函数 的 积分 问题 ， 二 于 有 理 卫 数 的 积分 问题 4 经 得 到 了 解决 ,这 样 三 角 函 数 的 
有 理 式 的 积分 问题 也 就 获得 了 彻底 的 解决 。 


如 计算 | 二 计时 


Sinz(1 十 cosZ) 
利用 万 能 公式 ,可 将 被 积 函 数 变形 为 一 tan 亏 方 的 有 理 式 ; 


1 十 -2 
1 十 sinx 1+2 (1 十 ww)? (十 ww) 
sinz(1 十 cosz) 2u 1 一 xz、 4u ° 
1l+w (1+77 ) 


再 通过 引进 变换 tan 池 坟 三 ww, 就 可 求 得 相应 的 不 定 积分 : 


| 吉 S2 dr far )(1 十 2 


了 。 du 


十 2 


一 [Get2 tu du 一 ppm u 1)+C 


一 tam 学 子 十 tan 笃 十 去 In tan 卫 |+C. 


一 般 地 说 ,在 各 种 数学 理论 中 我 们 都 可 看 到 这 样 的 一 些 恒等式 ,由 于 它们 如 此 经 
常 地 得 到 应 用 ,因此 就 都 被 看 成 相应 的 基本 公式 。 如 代数 学 中 的 乘法 公式 .二 项 式 定 
理 等 ;另外 ,在 微 积分 学 中 则 有 如 下 的 求 导 公 式 与 积分 公式 ;: 

(u(x)+v(7z)) =u (rx) tv (7); 

(ux) » VX)) = x) vr tu) v7); 

(EB) * V(X)—u(r)， V (1) (07)#0) 


VCZ) v(x) 


| cw) toa)dr = Jucr)dz + |vnar; 
| 。 u(r)dr 一 c。 | ez 。 dx; 


ju Crdr = u(x) » v(x) -wvnar. 


显然 ,由 这 些 公式 的 作用 我 们 可 以 更 为 清楚 地 看 出 恒 等 变 形 的 重要 性 。 
【 例 18】 只 有 利用 上 述 的 “分 部 积分 公式 ”, 我 们 才能 顺利 地 求 得 以 下 的 积分 ， 


| zidz=z. Inz—|z. (nz) dr = x nr z+iC. 


参数 变异 法 下面 以 一 元 三 次 方程 求解 公式 的 推 性 过程 为 例 ,对 参数 变异 法 进 
行 说 明 。 


p21 


2 


数学 方法 论 入 门 


« pA Sr ETI 


【 例 19】 由 于 一 元 二 次 方程 ax: 十 bx 十 c= 二 0 《a 关 0) 的 求解 公式 早已 得 出 ,因此 
容易 想到 ,如 果 能 把 三 次 方程 转化 成 二 次 方程 来 求解 ,一 元 三 次 方程 的 问题 也 就 可 以 
得 到 解决 。 但 是 ,怎样 才能 实现 所 说 的 转化 呢 ? 从 数学 的 历史 发 展 来 看 ,三 次 方程 的 
求解 问题 也 曾 耗费 了 人 们 大 量 的 精力 ,直到 16 世纪 ,这 一 问题 才 由 意大利 数学 家 塔 
尔 塔 里 亚 解决 。 

塔 尔 塔 里 亚 所 采取 的 就 是 “参数 变异 法 ”。 具 体 地 说 ,为 了 求解 三 次 方程 x? 十 px 
十 4 一 0( 由 例 8 我 们 已 经 知道 ;一 般 的 三 次 方程 ax 十 bx? 十 cr 十 4 二 0,4 关 0, 可 以 转 
化 成 这 种 特殊 的 三 次 方程 来 求解 ) ,他 引进 了 参数 和 vw, 并 令 zx 一 xu。 

这 时 原 方 程 就 变形 为 : 

(u 十 vu” 十 pl(u 十 v) 十 g 二 0， 

即 忆 十 3w2v 十 3uv 十 如 十 pu 十 pv 十 g 二 0， 

吉 二 (3uv 十 Pp)u 二 (3uv 二 p)v 二 如 十 gq 二 0。 
ae、 | 到 十 下 十 9 一 0 人 
因此 ,如 果 取 3uv== 一 p, 对 这 样 选择 的 x 和 w 就 有 : 3uw1p=0。 四 


由 于 @ 式 可 变形 为 xs 一 一 吉 , 即 由 过 一 一 纪 。 因 此 ,由 二 次 方程 的 有 关 知 
识 就 可 知道 ,wi 和 习 就 是 一 次 方程 +gy 一 各 一 0 的 根 。 
利用 二 次 方程 的 求解 公式 容易 求 得 ， 


2 3 2 3 
sg ,et ga /ep 
“ 2 ty 4 27'™ 2 4 十 27。 

gp 
N4127 


因此 , 原 方程 的 解 为 : 


st- 

对 上 述 解 题 过 程 进 行 分 析 , 容 易 看 出 ,其 中 的 关键 在 于 引进 了 参数 x 和 w; 由 于 
u,v 具有 一 定 的 “自由 度 ”( 在 开始 时 ,我 们 只 规定 了 它们 的 和 为 x) ,因此 ,它们 的 引 
进 就 使 原来 的 问题 处 于 一 种 可 变 的 状态 之 中 ;然后 ,通过 ww 和 w 的 适当 选择 (即今 
3uv 二 一) ,我 们 就 最 终 实现 了 将 三 次 方程 化 归 成 二 次 方程 来 求解 的 目标 。 即 ， 


xfHAx+9g-0 的 令 x=utv ytgy- 例 =0 
求解 问题 的 求解 问题 


一 般 地 说 ,参数 变异 法 的 特征 就 在 于 通过 引进 参数 使 得 问题 的 表现 形式 或 解 的 
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结构 处 于 可 变 的 状态 ;当然 ,这 种 变化 的 目的 则 又 是 为 了 最 终 实 现 由 未 知 向 已 知 、 由 
难 向 易 .由 繁 到 简 的 化 归 。 

除了 三 次 方程 的 求解 公式 以 外 ,在 数学 中 还 可 以 找到 许多 应 用 参数 变异 法 的 例 
子 。 例 如 ,前 面 提 及 的 待定 系数 法 ,事实 上 也 可 被 看 成 参数 变异 法 的 一 种 具体 运用 。 
因为 , 正 是 通过 参数 (“待定 系数 ”) 的 引进 ,我 们 才能 保证 所 说 的 “逐次 到 近 ” 的 过 程 
( 即 首 先 确 定 曲线 的 方程 的 类 型 ,再 求 取 相应 的 系数 的 做 法 ) 能 顺利 地 得 以 进行 。 另 
外 ,在 熟悉 了 这 一 方法 以 后 ,数学 中 的 一 些 成 功 事 例 才 不 会 显得 那样 的 “超凡 脱俗 ”， 
以 致 人 们 对 此 只 能 表示 由 衷 的 赞叹 ,但 同时 却 又 遗憾 地 感到 :所 用 的 方法 实在 不 知道 
是 怎样 想 出 来 的 ,从 而 简直 就 像 * 从 帽子 里 忽然 掏 出 来 的 一 只 兔子 ”。 

为 了 对 后 一 点 进行 说 明 ,证 我们 再 来 看 一 个 例子 。 

【 例 20】 在 微 积分 学 中 有 两 个 著名 的 定理 : 洛 尔 定理 和 拉 格 朗 日 中 值 定理 。 它 
们 的 内 容 分 别 为 : 

洛 尔 定理 ” 若 函 数 g(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,6) 内 具有 导数 ,是 
在 区 间 的 两 个 端点 处 具有 相等 的 函数 值 , 即 有 g(a) =g(0), 则 在 该 区 间 内 至 少 存在 
一 点 c(Ce<c<p) ,在 该 点 函数 的 导数 等 于 0, 即 g8 (c) 一 0. 

拉 格 朗 日 中 值 定理 ” 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [4,bj 上 连续 ,在 开 区 间 (a,5) 内 具有 
导数 , 则 在 该 区 间 至 少 存在 一 点 c(Ca<c<<o) ,使 等 式 f(5) 一 f(a)== 了 (ce) (6 一 a) 成 
Mo 

在 一 般 的 教材 中 , 拉 格 朗 日 中 值 定理 是 依据 洛 尔 定理 来 证 明 的 ,而 这 一 化 归 的 关 
键 则 在 于 引进 了 如 下 的 辅助 函数 
f(D) 


p(T)= fr)— fa) a)。 


由 于 g(x) 显然 满足 洛 尔 定理 的 条 件 (g(a) 二 p05) 二 0) ,因此 ,依据 洛 尔 定理 就 可 
断定 :在 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 c, 使 得 yg (ce) 一 0; 又 由 于 Y (x)==f 了 (x) 一 
A 一 /4 ,因此 就 有 Ca 8 一 AD -0， 

即 f(0) 一 f(D)= 了 (0 (0—a), 

这 样 , 拉 格 朗 日 中 值 定理 就 得 到 了 证 明 。 

上 述 的 证 明 是 容易 看 懂 的 。 但 是 ,在 第 一 次 看 到 这 一 证 明 时 ,人 们 往往 会 产生 这 
样 的 想法 :相关 的 辅助 函数 g(x) 是 怎样 想 出 来 的 ? 可 真 像 “ 从 帽子 里 忽然 掏 出 来 的 
一 只 兔子 ”1 

然而 ,如 果 按 照 “ 求 变 ” 的 思想 方法 进行 分 析 的 话 , 解 题 的 思路 就 会 变 得 较为 明朗 。 

容易 想到 ,一 个 可 能 的 证 明 途 径 即 是 努力 实现 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 向 洛 尔 定理 
的 化 归 ; 由 于 洛 尔 定理 要 求 有 关 的 函数 在 区 间 的 端点 处 具有 相同 的 函数 值 , 即 满足 
SG) 一 SC) ,因此 在 此 就 必须 引进 适当 的 辅助 函数 g(x) ,后 者 并 应 起 到 这 样 的 “ 联 
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系 ” 作 用 : 它 既 与 拉 格 庆 日 中 值 定理 中 的 f(x) 有 联系 ,又 应 与 洛 尔 定理 有 联系 ,也 即 
能 够 满足 P(a) 王 2(2) (不 失 一 般 性 ,可 设 wp(a) 王 2(0) 一 0)。 

为 此 ,可 令 C=/f (0) 一 fa) H(t) 

显然 ,这 一 孙 数 满足 pCa) = 二 0 的 条 件 ; 另 外 ,由 于 引进 了 参数 &, 我 们 就 使 这 一 函 
数 的 表现 形式 处 于 可 变 的 状态 ,这 样 ,通过 上 的 适当 选择 ,我 们 也 就 可 使 其 同时 满足 
2(00) 一 0 的 条 件 。 

具体 地 说 ,依据 p(65) =0 的 条 件 , 显 然 就 有 : 

f(D — fC) 4thb—a) =0, 

由 此 即 可 求 得 k= 一 人 一， 
从 而 ,最 终 就 有 p(x) 二 f(z) 一 fla) 一 — 


这 样 ,这 一 一 坟 助 玖 数 训 再 也 不 像 是 “从 站 于 里 色 估 指出 来 的 只 免 于 "了 
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第 三 节 ”多 步 的 化 归 与 包含 “反馈 ”的 化 归 
一 、 更 为 一 般 的 模式 


作为 化 归 法 的 进一步 分 析 ,我 们 还 应 指明 以 下 几 点 ; 

第 一 ,在 实际 运用 化 归 法 去 求解 问题 时 ,常常 需要 用 到 多 次 的 化 归 。 正 如 英国 著 
名 哲学 家 和 埠 布 斯 所 指出 的 “从 一 个 愿望 联想 起 我 们 曾经 看 到 过 的 某 些 方法 .手段 , 借 
助 这 些 方法 .手段 ,我 们 可 以 得 到 如 所 求 的 目标 那 一 类 的 东西 。 再 从 这 些 方 法 或 手段 
出 发 ,我 们 又 联想 到 别 的 一 些 通 向 它们 的 方法 或 手段 ,这 样 继续 下 去 ,直到 达到 某 个 
我 们 能 力 所 及 的 起 点 为 止 。” 

从 而 ,第 一 节 中 所 介绍 的 化 归 法 的 解 题 模式 就 只 是 一 种 简化 了 的 模式 ,而 应 更 一 
般 地 表述 为 : 


a i 十 


【 例 1】 前 面 所 给 出 的 关于 三 角 函 数 的 有 理 函 数 的 积分 方法 (第 二 节 例 17) 事 实 
上 就 建立 在 二 次 化 归 的 基础 上 , 即 
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Rlsimwcosx) | (万 能 置换 ) ”| 关于 tan 过 有 | 人 eT 
的 积分 问题 理 式 的 积分 问题 积分 问题 


【 例 2】 已 知 圆 台 的 上 .下 底 的 半径 及 圆 台 的 高 ,可 以 求 得 它 的 体积 ,而 这 事实 
上 就 包含 了 如 图 1 - 20 所 示 的 三 次 化 归 ， 


(1) V=? (2) Vi=? 和 并 一? (4) Z 一 ? 
太一 ? 
ay A TA 有 
| [nh 本 
| 3 = 


图 1- 20 
更 为 广义 地 说 ,数学 中 经 常用 到 的 “分 析 一 综合 法 ”也 可 被 看 成 “多 次 化 归 法 ”的 
应 用 实例 。 即 ; 
(分 析 ) 


图 1-21 
第 二 ,在 实际 应 用 中 ,化 归 往 往 不 是 单 向 的 、 完 全 确定 的 过 程 ,而 是 一 种 包括 了 多 
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次 反复 与 尝试 的 复杂 过 程 。 

例如 ,在 上 面 的 例子 上 ,只 有 把 “如 何 求 取 小 圆锥 的 高 z” 的 问题 与 原来 间 题 中 的 
已 知 条 件 (R,r,h) 结 合 起 来 考虑 , 才 会 最 终 导 致 由 未 知 ( 贺 台 体积 的 计算 问题 ) 向 已 
知 (相似 三 角形 对 应 边 的 关系 问题 ) 的 转化 。 这 样 ,其 中 的 “分 析 ” 就 不 是 一 个 单 向 的 
过 程 ,而 是 一 种 包含 了 “反馈 ”的 反复 过 程 。 即 : 


相似 一 角形 的 
边 的 计算 


在 实际 应 用 中 ,也 只 有 通过 多 次 的 尝试 (包括 错误 的 尝试 ) ,我 们 才能 不 断 加 深 对 
于 问题 的 理解 ,从 而 才 有 可 能 最 终 找到 正确 的 化 归 方向 与 方法 。 因 此 ,在 这 样 的 意义 
上 ,化 归 也 就 不 是 一 个 完全 确定 的 过 程 ,组 宁 说 ,其 中 必定 包含 多 次 的 尝试 与 反复 。 


二 、 化 归 法 的 核心 思想 


化 归 法 的 核心 思想 ”正如 前 面 已 指出 的 ,实现 化 归 的 方法 是 多 种 多 样 的 。 正 因 
为 此 ,与 前 面 所 列举 的 各 种 具体 方法 (分 割 法 .映射 法 . 求 变法 等 ) 相 比 ,很 好 掌握 化 归 
法 的 核心 思想 就 更 为 重要 ,也 就 是 说 ,我 们 不 应 以 静止 的 腿 光 ,而 应 以 可 变 的 观点 去 
看 待 问题 , 即 应 善于 对 所 要 解决 的 问题 进行 变形 。 

从 这 样 的 角度 去 分 析 ,我 们 又 应 特别 强调 以 下 几 点 : 

第 一 ,所 说 的 变形 并 不 是 一 种 无 目的 的 活动 ,因此 ,在 实践 过 程 中 ,我 们 就 应 始终 
“ 采 住 目标 ”, 即 应 当 始终 考虑 这 样 的 问题 ;怎样 才能 达到 解决 原来 问题 的 目的 ? 例 
如 ,怎样 才能 求 得 问题 中 的 未 知 量 ? 又 如 ,怎样 才能 证 明 问 题 中 的 结论 ? 

第 二 ,由 于 只 有 通过 反复 的 实践 ,才能 找到 正确 的 化 归 方 向 与 方法 ,因此 ,在 解 题 
过 程 中 ,我 们 就 应 保持 一 定 的 灵活 性 。 这 也 正如 波 利 亚 在 《数学 的 发 现 ) 中 所 指出 的 ， 
“如 果 有 几 条 可 能 的 途径 ,而 其 中 没有 一 个 是 十 分 有 把 握 的 ,那么 ,在 沿 着 某 一 条 路 走 
得 太 远 以 前 ,最 好 先 对 每 一 条 都 稍 加 探索 ,因为 任何 一 条 路 都 有 可 能 把 你 引入 死 胡 
同 ,因此 不 应 过 早 地 把 自己 局 限于 某 一 途径 ;另外 ,我 们 也 不 应 把 自己 过 死地 局 限于 
某 一 途径 , 即 一 旦 发 现 自己 陷入 了 死胡同 ,就 应 及 时 地 转 到 另 一 条 途径 上 去 ,”( 当 然 ， 
作为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 又 应 具有 一 定 的 “韧性 ”: 只 要 还 有 希望 ,就 不 应 轻易 地 放 
弃 已 有 的 工作 。) 
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第 三 ,由 于 解决 问题 的 途径 常常 不 是 惟一 的 ,因此 ,我 们 又 应 考虑 如 何 才能 更 快 、 
更 有 效 地 解决 问题 , 即 应 注意 在 各 种 可 能 的 途径 之 间 进 行 选择 。 一 般 地 说 , 波 利 亚 在 
《数学 的 发 现 》 中 所 给 出 的 如 下 几 条 “择优 原则 ”在 这 里 也 是 适用 的 :困难 少 的 应 先 于 
困难 多 的 ; 较 熟 悉 的 应 先 于 不 那么 熟悉 的 。 

化 归 法 的 局 限 性 虽然 化 归 法 在 数学 研究 中 有 着 重要 的 作用 ,但 它 也 具有 一 定 
的 局 限 性 。 

首先 ,并 不 是 所 有 的 问题 都 可 通过 化 归 得 到 解决 。 例 如 ,所 说 的 “由 难 到 易 、 由 繁 
到 简 ” 的 化 归 显 然 不 可 能 无 限制 地 永远 继续 下 去 。 

其 次 ,由 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ,运用 化 归 法 解决 问题 的 关键 就 在 于 能 否 找到 正确 
的 化 归 方 向 与 方法 ,因此 ,尽管 化 归 法 主要 地 应 被 看 成 (或 者 说 ,最 终 表现 为 ) 一 种 解 
决 问题 的 方法 ,但 是 , 它 的 成 功 应 用 却 是 以 “数学 发 现 ”为 前 提 的 。 

从 而 ,就 数学 方法 论 的 研究 而 言 ,我 们 也 就 不 能 停留 于 化 归 法 的 分 析 , 而 应 积极 
地 去 从 事 新 的 研究 。 例 如 ,我 们 首先 就 应 讨论 数学 发 现 的 方法 一 一 这 就 是 第 2 章 的 
主题 。 
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类 比 与 归纳 : 
数学 发 现 的 重要 方法 


众所周知 ,数学 是 通过 演绎 而 展开 的 。 也 就 是 说 ,数学 结论 的 正确 性 建立 在 演 
绎 证 明 的 基础 上 。 但 是 ,这 些 结论 是 怎样 被 发 现 的 呢 ? 由 于 任何 数学 断言 在 得 到 证 
明之 前 ,都 不 能 称 之 为 结论 ,而 只 能 称 之 为 猜测 (猜想 或 推测 ), 因 此 ,更 为 准确 地 说 ， 
这 里 所 讨论 的 问题 应 表述 为 :数学 中 的 猜测 是 怎样 获得 的 ? 

一 般 地 说 ,在 数学 发 现 中 既 包 含有 直觉 的 成 分 ,又 包含 有 逻辑 的 成 分 。 数 学 发 
现 既 是 一 种 无 意识 的 、 非 逻辑 的 思维 活动 ,又 是 一 种 自觉 的 .逻辑 的 思维 活动 。 由 于 
数学 发 现 中 包含 直觉 的 成 分 ,因此 ,尽管 我 们 可 以 从 发 明 心理 学 的 角度 对 这 种 思维 
活动 的 某 些 特征 作出 研究 (参见 第 3 章 的 讨论 ) ,但 要 使 其 完全 纳入 逻辑 的 框架 是 不 
可 能 的 。 另 外 ,由 于 数学 发 现 中 包含 逻辑 的 成 分 ,因此 ,我 们 仍 可 从 数学 发 现 的 实例 
中 总 结 出 某 些 规律 ,并 给 出 数学 发 现 的 某 些 模式 。 

就 数学 方法 论 的 研究 而 言 ,就 有 两 种 不 同 的 研究 对 象 : 论 证 (解决 问题 ) 的 方法 
和 猜测 发现 问题 ) 的 方法 (应 当 注 意 ,按照 这 样 的 分 类 “论证 ?就 不 仅 包括 了 通常 所 
说 的 演绎 证 明 ,而 且 也 包括 了 各 种 严格 的 数学 方法 。 对 此 在 以 下 的 讨论 中 将 不 再 予 
以 强调 ) 。 这 两 种 方法 的 区 别 是 明显 的 :论证 的 方法 是 可 靠 的 .无 可 置疑 的 和 终 决 性 
的 ;猜测 的 方法 却 是 不 那么 可 靠 的 .有 争议 的 和 暂时 的 。 因 为 ,在 没有 得 到 证 实 之 
前 ,所 得 出 的 猜测 始终 有 被 新 的 发 现 证 伪 的 可 能 性 ,从 而 就 是 不 完全 可 靠 的 ; 另外 ， 
由 于 各 人 的 经 验 和 思想 方法 必然 存在 一 定 的 差异 ,因此 对 于 猜测 可 靠 程度 的 估计 就 
是 因 人 而 异 的 ,或 者 说 是 有 争议 的 ;最 后 ,新 的 发 现 则 又 可 能 导致 对 问题 的 重新 认 
识 ,因此 ,猜测 的 方法 也 是 暂时 的 。 但 又 正如 牛顿 所 指出 的 :“ 没 有 大 胆 的 猜想 ,就 做 
不 出 伟大 的 发 现 .” 因 此 ,在 这 样 的 意义 上 ,猜测 的 方法 就 比 论证 的 方法 更 为 重要 。 

这 一 章 我 们 将 讨论 猜测 的 方法 ,讨论 的 重点 则 是 类 比 法 与 归纳 法 。 正 如 法 国 数 
学 家 、 天 文学 家 拉 普 拉 斯 所 指出 的 ; “即使 在 数学 里 ,发现 真理 的 主要 工具 也 是 归纳 
和 类 比 。” 


第 一 节 类比 法 
所 谓 类 比 ,是 指 通过 两 个 对 象 类 似 之 处 的 比较 ,由 已 经 获得 的 知识 引出 新 的 猎 
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测 。 类 比 法 在 数学 发 现 中 具有 十 分 重要 的 作用 。 例 如 ,德国 天 文学 家 、 数 学 家 开 普 
勒 就 曾 明确 指出 ;我 珍视 类 比 胜 于 任何 别 的 东西 , 它 是 我 最 可 依赖 的 老师 , 它 能 揭 
示 自 然 界 的 秘密 ,在 几何 学 中 它 应 该 是 最 不 容 忽视 的 。” 


一 、 简 单 的 类 比 与 复杂 的 类 比 


简单 的 类 比 ” 数 学 中 有 些 类 比 是 十 分 简单 的 。 诸 如 : 

【 例 1】 由 一 元 二 次 方程 必 有 两 个 实 根 或 复 根 ( 重 根 计 算 在 内 ) ,容易 联想 到 :一 
元 三 次 方程 很 可 能 具有 三 个 实 根 或 复 根 。 

类 似 地 ,在 证 明了 二 次 不 等 式 x? 十 Y 宇 2xy 以 后 ,也 就 容易 联想 到 以 下 的 三 次 
不 等 式 :x 十 十 zx? 宇 3Xyz。 

在 之 0,y 之 0,z 之 0 的 条 件 下 ,可 以 证 明 后 一 个 不 等 式 。 因 为 ,此 时 有 : 

十 六 十 台 一 3TYyZ 二 (ZX 十 y 十 Zz) (XT? 十 十 2 一 Ty 一 yz 一 x) 


= 访 (z 二 yO [Cz 一 yy) 十 (yz)? 十 (zz)*]>0。 


【 例 2】 如 图 2- 1, 由 于 ( 正 ) 棱 锥 的 体积 等 于 同 底 等 高 的 ( 正 ) 棱 柱 的 体积 的 三 分 
之 一 ,因此 ,容易 联想 到 :圆锥 的 体积 很 可 能 也 等 于 同 底 等 高 的 圆柱 的 体积 的 三 分 之 一 。 


图 2-1 
【 例 3】 如 图 2 - 2, 依 据 平面 几何 中 两 条 直线 被 三 条 平行 线 所 截 得 的 线段 成 比 


例 这 一 事实 ,我 们 就 可 联想 出 :在 立体 几何 中 ,两 条 直线 被 三 个 平行 平面 所 截 得 的 线 
段 很 可 能 也 成 比例 。 
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【 例 4】 在 日 常生 活 中 ,也 可 找到 很 多 应 用 类 比 法 的 例子 。 例 如 ,在 最 近 的 报纸 

上 曾 看 到 这 样 一 则 消息 :科学 家 发 现 , 身 着 比 坐 着 能 更 快 地 记 住 东西 ,因为 这 时 头脑 
中 的 血液 流量 较 大 。 但 是 ,能 否 由 此 而 联想 出 另 一 种 更 好 的 记忆 姿势 呢 ? 显 然 , 一 
个 可 能 的 答案 是 :倒立 是 最 好 的 记忆 姿势 ,因为 ,这 时 头脑 中 的 血液 流量 最 大 ! 

对 以 上 各 个 例子 进行 分 析 , 可 以 看 出 ,其 中 的 类 比 具 有 直接 性 .明显 性 。 一 般 地 
说 ,这 就 是 简单 类 比 的 主要 特征 。 

复杂 的 类 比 ”但 是 ,数学 中 的 类 比 并 不 总 是 那么 直接 .明显 的 ;恰恰 相反 ,在 很 
多 情况 下 ,只 有 通过 深入 的 分 析 , 我 们 才能 顺利 地 运用 类 比 法 去 引出 新 的 猜测 。 

【 例 5】 只 有 从 三 角形 和 四 面体 在 各 种 多 边 形 ( 多 面体 ) 中 所 处 的 特定 地 位 这 一 
角度 进行 分 析 ,我 们 才能 发 现 两 者 的 共同 之 处 :正如 三 角形 是 最 简单 的 多 边 形 ,四 面 
体 也 可 被 看 成 最 简单 的 多 面体 。 从 而 ,由 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 相交 于 一 点 .而 且 
这 就 是 三 角形 内 切 圆 的 圆心 这 一 事实 ,我 们 也 就 可 以 联想 出 以 下 的 猜测 :四 面体 六 
个 二 面 角 的 平分 面 也 相交 于 一 点 ,这 一 点 就 是 四 面体 内 切 球 的 球 心 ( 如 图 2- 3)。 


图 2-3 
【 例 6】 如 果 从 三 角形 与 棱锥 的 构成 方式 这 一 角度 分 析 ,我 们 就 能 发 现 三 角形 
与 棱锥 的 类 似 之 处 (如 图 2 - 4) :三 角形 可 以 看 成 将 线段 外 一 点 与 线段 上 的 各 个 点 用 
线段 相连 所 生成 的 (图 形 ); 棱 锥 则 可 看 成 将 多 边 形 ( 所 在 平面 ) 外 一 点 与 多 边 形 上 的 
各 个 点 用 线段 相连 所 生成 的 (形体 )。 从 而 ,由 圆 的 面积 等 于 以 圆周 为 底 边 ,半径 为 
高 的 三 角形 的 面积 这 一 事实 出 发 ,我 们 就 可 联想 到 : 球 的 体积 很 可 能 就 等 于 以 球面 
为 底面 、 球 半径 为 高 的 棱锥 的 体积 。 
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图 2-4 
对 以 上 两 个 例子 加 以 比较 ,可 以 看 出 :首先 ,无 论 是 四 面体 ,还 是 棱锥 ,它们 与 三 
角形 都 是 很 不 相同 的 ;其 次 ,虽然 都 是 与 三 角形 进行 类 比 ,但 四 面体 与 (一 般 的 棱锥 
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又 是 不 完全 相同 的 。 因 此 ,我 们 在 此 就 可 引出 这 样 的 结论 ; 

第 一 ,类 比 未 必 都 具有 直接 性 .明显 性 , 即 未 必 都 是 简单 的 类 比 , 也 有 可 能 是 间 
接 的 .不 那么 明显 的 , 即 是 建立 在 抽象 分 析 之 上 的 复杂 的 类 比 。 

第 二 ,运用 复杂 的 类 比 法 的 关键 在 于 “求同存异 *”。 具 体 地 说 ,所 谓 “ 求 同 ” 是 指 
在 抽象 分 析 的 基础 上 找 出 两 个 对 象 的 "类似 之 处 ”。 也 就 是 说 ,我 们 并 不 要 求 这 两 个 
对 象 在 各 个 方面 都 彼此 相似 ,而 只 要 求 它们 在 某 一 方面 或 在 某 一 抽象 层次 上 是 相似 
的 。 显 然 ,这 种 “ 求 同 ”的 工作 是 产生 联想 的 必要 前 提 。 另 外 ,所 谓 “ 存 异 ”, 是 指 新 的 
猜测 的 产生 不 是 简单 的 重复 ,模仿 ,而 是 一 种 创造 性 的 工作 ,特别 是 在 由 已 知事 实 去 
引出 新 的 猜测 时 ,我 们 必须 注意 分 析 两 者 之 间 存在 的 差异 ,必须 依据 对 象 的 具体 情 
况 作 出 适当 的 “翻译 ?或 “调整 ".@ 

为 了 更 清楚 地 说 明 问题 ,以 下 再 以 一 元 一 次 不 等 式 的 研究 为 例 来 加 以 说 明 。 

【 例 7】 由 于 一 元 一 次 不 等 式 与 一 元 一 次 方程 在 形式 上 有 很 多 相似 的 地 方 , 因 
此 ,容易 想到 ,和 一 元 一 次 方程 一 样 ,我 们 也 可 通过 去 分 母 .去 括号 、 移 项 、 合 并 同类 
项 及 同 除 以 一 次 项 的 系数 这 样 五 个 步骤 求 得 一 元 一 次 不 等 式 的 解 ( 这 就 是 “ 求 同 ”) 。 
但 是 ,由 于 现在 所 讨论 的 是 不 等 式 ,而 不 是 等 式 (方程 ) ,因此 我 们 又 应 想到 :最 终 所 
得 的 解 也 应 是 不 等 式 , 即 是 一 个 确定 的 范围 ,而 不 是 等 式 ( 确 定 的 数 ); 另外 ,在 求解 
的 过 程 中 我 们 则 又 应 当 特 别 注 意 所 施行 的 运算 是 否 会 改变 原来 的 不 等 关系 。 容 易 
发 现 ,这 里 唯一 要 注意 的 是 :如 果 我 们 在 不 等 式 的 两 边 都 乘 (或 除 以 ) 同 一 个 负数 ,就 
应 改变 不 等 号 的 方向 (这 就 是 “ 存 异 ”) 。 

显然 ,通过 这 样 的 比较 ,一 元 一 次 不 等 式 的 求解 问题 就 十 分 容易 掌握 了 。 

例如 ,求解 : 
(x—4) 1 全 5Zz 士 6 


(Z 一 4) 5Z 十 6 
证 HH 二 

pa 3 (对 照 ) 3 1 一 一 7 
去 分 母 : 2Cx—4)—6>3(5746) |: 2(x—4)—6=3(5z+6), 
去 括号 : 2z 一 8 一 6>>15z 十 18， 2z 一 8 一 6 一 15z 十 18， 
移 项 ; 2z 一 15z>>18 十 8 十 6， 2z 一 15z 一 18 十 8 十 6， 
合并 同类 项 ; 一 13z>32， 一 13z=32， 
和 _32 : __32 

两 边 同 除 以 一 13: xz< 13° : z=]3° 


一 般 地 说 ,数学 中 大 量 使 用 的 并 不 是 简单 的 类 比 , 而 是 复杂 的 类 比 , 因此, 下面 
的 讨论 将 主要 集中 于 复杂 的 类 比 。 


@ ”在 通用 的 逻辑 教材 中 常常 可 以 看 到 如 下 的 关于 类 比 法 的 定义 “我 们 观察 到 两 个 或 两 类 事物 在 许多 属 
性 上 都 相等 , 便 推出 它们 在 其 他 属性 上 也 相同 。 这 就 是 类 比 法 。” 
显然 ,这 一 定义 只 适用 于 简单 的 类 比 ,对 于 复杂 的 类 比 则 并 不 完全 妥当 。 
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二 ,类 比 法 的 作用 


i 


由 前 面 的 例子 可 以 看 出 ,类 比 法 基本 被 用 于 ;由 已 知 的 事实 去 引出 新 的 猜测 。 
另外 ,除了 对 可 能 的 解答 进行 猜测 以 外 ,类 比 法 在 数学 研究 中 也 常常 被 用 于 对 可 能 
的 解 题 方法 进行 猜测 。 换 句 话说 ,如 果 我 们 面临 一 个 需要 解决 的 问题 (例如 一 个 需 
要 加 以 证 明 的 猜想 ) ,那么 ,为 了 找 出 可 能 的 解决 方法 ,我 们 就 可 首先 考虑 另 一 个 与 
它 相似 但 已 经 得 到 解决 或 较 易 解 决 的 问题 ,然后 ,通过 类 比 就 可 获得 关于 如 何 求解 
当前 问题 的 有 益 启 示 。 

【 例 8】 前 面 我 们 利用 类 比 法 解决 了 一 元 一 次 不 等 式 的 求解 问题 ,由 此 就 可 进 
一 步 联想 到 :一 元 二 次 不 等 式 的 求解 问题 很 可 能 也 可 以 通过 与 相应 的 一 元 二 次 方程 
加 以 比较 得 到 解决 。 

事实 上 ,一 元 二 次 方程 的 求解 过 程 可 归结 为 : 


配方 b 2_ 
ax2+bx+c=0(a 天 0) [一 至 一 (2 


-VE | wb + Vb-Aac 
pn | 224  %4 
从 而 ,通过 类 比 就 有 : 
ax?+bx+c>0( 或 <0 ) 配方 (s+ 6 y > b2_4ac 
(不 失 一 般 性 ,可 设 a>0 ) 22 (<) 40 


| | 


VE jt > VE-Aac 
2a 2a 2a 
b-bdac b ~Vb-4ac 
或 x< 人 | 或 x+ 25< 一 2 
-hb- Vb b+ Vb-Aac (=YV -VB 
2 2a 2a 2a 


【 例 9】 在 第 1 章 中 ,我 们 曾 对 利用 洛 尔 定理 去 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 过 程 
进行 了 分 析 ( 第 二 节 例 20) ,由 此 也 就 可 以 联想 到 如 何 利用 洛 尔 定理 证 明 柯 西 中 值 
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定理 。 

柯 西 中 值 定理 的 内 容 是 : 设 f(x) .F(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,了 (x)、F (zx) 在 
开 区 间 (a,5) 内 存在 , 且 F(x) 在 (a,5) 内 每 一 点 均 不 为 零 , 则 在 a,b 之 间 至 少 存 在 一 
点 < ,使 得 

fb)—fla) _f Co) 

F(D)—F(la) F’'(c)° 

由 前 面 的 分 析 我 们 已 经 知道 ,证 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 关键 在 于 构造 出 这 样 一 
个 辅助 函数 p(x), 它 既 与 这 一 定理 中 的 f(x) 有 联系 ,又 与 洛 尔 定理 有 联系 ,也 即 能 
够 满足 (ac) 一 (CO) 的 要 求 。 即 : 


(特殊 ) (一 般 ) 


令 PCD=AO-Aa+RCra) 


Ab)-Aa) 
pa 


“通过 类 比 可 以 联想 到 :第 一 , 若 想 利 用 洛 尔 定理 去 证 明 柯 西 中 值 定理 ,关键 在 于 
能 否 构造 出 这 样 一 个 辅助 函数 p(z) , 它 既 与 柯 西 中 值 定理 中 的 函数 f(x)、F(z) 有 
联系 ,又 与 洛 尔 定理 有 联系 ,也 即 符合 w(a) = 王 9P(b) 的 条 件 。 第 二 ,为 了 得 出 p(z) ,我 
们 也 可 采用 “参数 变异 法 ”, 即 可 设 we(z)= Fz) 一 Fa) 十 ELFCz) 一 FCa)。 

类 似 地 ,这 一 过 程 也 可 表示 为 : 


( 特殊 ) (一 般 ) 


洛 尔 定理 


令 pgCAV -AOAKFC) FD) 
La 


具体 地 说 ,按照 这 样 的 思路 ,我 们 就 可 立即 求 得 二 Lf (4 容易 验证 ， 
)— F(a) 
相应 的 生 助 本 数 9(7z) 一 f(z) 一 /(a) 一 二 全 全 [F(z) 一 F(a)] 确 实 可 以 被 用 
—F(a) 


于 由 洛 尔 定理 去 证 明 柯 西 中 值 定理 。 
三 、 几 种 常用 的 类 比 


在 数学 研究 中 ,以 下 几 种 类 比 是 经 常用 到 的 。 
平面 与 空间 的 类 比 ”在 立体 几何 的 研究 中 ,将 所 要 解决 的 问题 与 平面 几何 中 的 
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有 关 问 题 加 以 比较 ,常常 可 以 给 我 们 有 用 的 启示 。 

【 例 10】 给 定 正四 面体 , 试 求 其 内 切 球 的 半径 。( 记 为 “问题 甲 ”) 

依据 例 5 的 分 析 , 容 易 想到 这 一 问题 与 以 下 问题 是 类 似 的 : 

给 定 正 三 角形 , 试 求 其 内 切 圆 的 半径 。( 记 为 “问题 乙 ”) 

显然 ,要 把 “问题 甲 ” 直 接 化 归 为 “问题 乙 ” 是 不 太 容 易 的 ,但 我 们 仍 可 能 经 由 类 
比 获得 有 用 的 启示 。 具 体 地 说 ,在 “平面 * 的 情况 下 ,所 要 求 的 内 切 圆 的 半径 与 正三 
角形 的 高 的 比 是 1 : 3; 由 此 我 们 就 可 联想 到 :在 “空间 ”的 情况 下 ,所 要 求 的 内 切 球 的 
半径 与 正四 面体 的 高 的 比 很 可 能 也 是 常数 (如 图 2- 5)。 


图 2-5 
依据 上 述 的 想法 ,这 一 问题 就 不 难 解决 了 。 
为 了 不 失 一 般 性 ,可 假设 正四 面体 的 边 长 为 1。 依据 有 关 的 知识 ,容易 算得 正四 
面体 的 高 A 电 二 二 。 现 设 所 要 求 的 内 切 球 半径 与 高 的 比 为 z, 依 据 OH 二 OP 的 事 


实 , 就 可 确定 z 的 值 (由 于 所 说 的 是 正四 面体 ,因此 点 五 ,已 分 别 为 正三 角形 BCD 和 
正三 角形 ACD 的 中 心 ): 


OH=OP=x， AH=—, 
又 BP—AH—, 


BO=BP—OP=® 0). 
将 上 述 各 式 代 人 OB 二 OH? 十 BH? ,就 有 : 
(多 a-0°= (Ez) +(§) (Bn nS), 
即 2G1 一 z)2 一 2z2 十 1。 
由 此 可 解 得 :z 一 才 。 
从 而 所 求 的 正四 面体 内 切 球 的 半径 与 高 之 比 就 是 1 : 4. 也 就 是 说 ,如 果 正 四 面 
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体 的 棱 长 为 &, 则 其 内 切 球 的 半径 为 : 


类 似 地 ,在 空间 解析 几何 的 研究 中 ,我 们 也 应 善于 将 所 要 解决 的 问题 与 平面 解 
析 几 何 中 的 有 关 问 题 加 以 比较 。 

【 例 11】〗 通过 将 平面 (这 是 最 简单 的 曲面 ) 与 直线 (这 是 最 简单 的 曲线 ) 加 以 比 
较 , 容 易 联想 到 ;由 于 直线 方程 是 最 简单 的 二 元 一 次 方程 Ar 十 By 十 C=0, 因 此 ,平面 
方程 很 可 能 就 是 最 简单 的 三 元 一 次 方程 : Ax 十 By 十 Cz 十 D 一 0。 

进而 ， 依据 两 条 直线 4 (AZz 十 Biy 十 C 一 0) 与 4 (42:z 十 Bzy 十 Cz 一 0) 互 相 平行 


的 充 要 条 件 是 分 一 中 = 用 ,我 们 又 可 联想 到 ， 两 个 平面 Qi (Aiz 二 Biy 十 Ciz 十 DD 一 0) 与 


ea 有一 由 本 本 行 的 充 要 条 作息 可能 是 基 一次 系数 
例 , 即 全 六 一 总。 

在 熟悉 了 三 维 空间 以 后 ,我们 又 可 通过 类 比 去 研究 四 维 甚 至 维 空间 。 事实 上 ， 
四 维 空间 的 最 初 概念 就 是 类 比 联想 的 直接 产物 :将 三 维 空间 的 点 的 概念 加 以 推广 ， 
我 们 就 得 到 了 四 维 空间 的 点 的 概念 一 一 后 者 是 由 四 个 相互 独立 的 坐标 (zi ,zzyzy， 
z4) 所 决定 的 ;另外 ,所 有 这 些 “ 四 维 点 ”的 集合 就 是 所 谓 的 “四 维 空间 ”。 

由 于 我 们 生活 在 三 维 空间 中 , 因而 就 无 法 直接 作出 四 维 空间 的 模型 , 这 样 要 从 
事 四 维 空间 的 研究 就 变 得 比较 困难 。 但 是 ,通过 适当 的 类 比 ,我 们 仍 可 想像 出 四 维 
空间 的 有 关 情 况 , 甚 至 还 可 以 实际 地 作出 四 维 空间 中 各 种 形体 在 三维 空间 中 的 投影 。 

【 例 12】 依据 三 维 空间 中 的 球 在 平面 上 的 投影 是 两 个 又 合 在 一 起 的 圆 的 事实 
(如 图 2- 7) ,我 们 就 可 联想 出 ,“ 四 维 超 球体 ”在 三 维 空间 中 的 投影 很 可 能 就 是 两 个 


互相 贯穿 的 球 。 
图 2-7 


类 似 地 ,依据 立方 体 在 平面 上 的 投影 情况 (如 图 2 - 8 甲 ) ,我 们 就 可 联想 出 ;四 维 
空间 中 的 “ 超 立方 体 ” 在 三 维 空间 中 的 (点 ) 投 影 很 可 能 是 由 两 个 立方 体 所 构成 的 :其 
中 的 一 个 套 在 另 一 个 的 里 面 ,其 对 应 顶点 则 彼此 相连 (如 图 2-8 乙 )。 
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图 2-8 

这 样 ,我 们 就 可 通过 投影 的 研究 把 握 四 维 空间 中 有 关 形 体 的 性 质 。 

数 与 形 的 类 比 ”在 数学 研究 中 , 数 和 形 的 类 比 经 常 在 两 个 互 为 相反 的 方向 上 得 
到 应 用 :我 们 既 可 通过 与 “ 形 ” 的 比较 去 推测 “ 数 ” 的 有 关 性 质 ,也 可 通过 与 “ 数 ” 的 比 
较 去 推测 “ 形 ” 的 有 关 性 质 。 

例如 ,按照 数 形 对 应 的 观点 ,既然 我 们 可 以 进行 平面 与 空间 (三 维 空间 与 维 空 
间 ) 的 类 比 ,自然 也 就 可 以 经 由 三 次 与 二 次 ( 低 次 与 高 次 ) 的 类 比 来 从 事 方程 与 不 等 
式 的 研究 。 

【 例 13】 由 例 8 的 讨论 可 知 ,二 次 不 等 式 az 十 pz 十 c>0( 或 二 0) 的 求解 问题 事 
实 上 等 价 于 二 次 三 项 式 ax? 十 bx 十 c 的 符号 讨论 ,而 后 者 的 变化 情况 则 可 归结 如 下 
( 设 相应 方程 ax 十 bx 十 c= 二 0 的 根 为 zi 和 zx2, 自 x 二 x;): 


x — Xl — 2 一 和 


?十 bz 十 
CC TC 十 0 加 0 十 


a>0 
azZ2 十 bxz 十 c 
Ca<0 
由 此 可 以 想到 :三 次 不 等 式 az 十 pz 十 cz 十 d>0( 或 <0) 的 求解 问题 也 可 归结 
为 相应 的 三 次 式 ez 十 bz 十 cz 十 d 的 符号 讨论 ,对 于 后 者 的 变化 情况 则 可 总 结 如 下 
( 设 相 应 的 三 次 方程 ax? 十 bx? 十 cz 十 d= 二 0 的 根 为 xi ,zy 和 zs, HB Xr ): 


az3 十 pz2 十 cz 十 过 0 十 0 | 
(a>0) | -| | 0 十 
azZ3 十 bxz2 十 cz 十 地 十 0 0 
(a<0) + 0 一 


这 样 ,三 次 不 等 式 的 求解 问题 也 就 获得 了 解决 。 
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一 般 地 说 ,经 由 “ 形 ” 的 分 析 来 从 事 “ 数 ”的 研究 的 方法 在 现代 数学 研究 中 具有 十 
分 重要 的 作用 。 例 如 ,我 们 常常 通过 向 量 、 长 度 , 内 积 等 概念 的 引进 以 使 分 析 命 题 具 
有 一 定 的 几何 意义 ,从 而 就 可 凭借 几何 直观 去 推测 分 析 中 的 新 定理 , 即 首先 用 几何 
的 直观 猜 出 定理 ,然后 再 用 分 析 的 方法 进行 证 明 。 

【 例 14】 依据 三 维 空间 向 量 的 数 性 积 的 定义 ,可 以 立即 推出 以 下 的 不 等 式 ; 

la .pl 委 lxcl| .1p8|。 

若 将 (zz zz) ,Cy1,y2，…，y,) 看 成 n 维 空间 中 的 两 个 向 量 , 则 (xi 十 zz 十 
和 … 十 双 六 及 ( 巡 十 形 十 十 有 加 半分 别 是 这 两 个 向 量 的 长 度 . 这 时 ,通过 类 比 就 可 猜测 
出 在 ” 维 空间 中 也 有 如 下 的 不 等 式 成 立 ， 

[zi 十 Zzyz 十 十 Zays 委 (好 十 碍 十 …… 十 嫩 ) 寺 。( 巡 十 月 十 十 间 ) 

(其 中 |z1yi 十 Zayz 十 … 十 Znys| 是 这 两 个 向 量 的 数 性 积 ) 。 

其 次 ,我 们 也 可 用 “ 数 ” 的 分 析 来 帮助 “ 形 ” 的 研究 。 

【 例 15】 依据 椭圆 ( 圆 )、. 双 曲线 .抛物 线 在 平面 直角 坐标 系 中 的 解析 式 都 是 二 
元 二 次 方程 的 事实 可 以 联想 到 :这 几 种 曲线 具有 某 种 内 在 的 联系 , 即 属于 同一 个 类 
型 。 事实 上 ,正如 古 希 腊 人 就 已 认识 到 了 的 ,这 几 种 曲线 都 可 被 看 成 用 一 个 不 通过 
顶点 的 平面 去 截 圆锥 面 所 得 出 的 曲线 。 

有 限 与 无 限 的 类 比 ” 数 学 中 也 经 常 通过 有 限 与 无 限 的 类 比 来 从 事 无 限 性 对 象 
的 研究 。 

【 例 16】 由 于 圆 可 以 看 成 它 的 内 接 正 多 边 形 当 边 数 趋向 无 穷 时 的 极限 情况 , 因 
此 ,我 们 就 可 通过 类 比 由 多 边 形 (直线 形 ) 的 性 质 联 想 出 圆 的 有 关 性 质 。 

例如 ,依据 “三 角形 的 面积 等 于 底 与 高 的 乘积 的 一 半 ” 的 结论 ,可 以 证 明 ; 圆 内 接 
正 多 边 形 的 面积 等 于 周 长 与 边 心 距 的 乘积 的 一 半 。 进 而 ,我 们 就 可 联想 到 , 圆 的 面 


积 很 可 能 就 等 于 其 周 长 与 半径 乘积 的 一 半 , 即 S 一 去 C。R 一 去 (2xR) 。R 一 xR:( 如 
图 2-9)。 这 一 结论 显然 是 正确 的 。 


图 2-9 
【 例 17】 对 于 任意 ”个 数 al az，…av 来 说 ,其 和 中 十 az 十 …… 十 oa 总 是 一 个 确 
定 的 数 . 这 样 ,我 们 也 就 可 以 考虑 无 穷 求 和 的 问题 , 即 ai 十 a 十 … 十 a 十 …。 在 高 等 
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数学 中 , 这 就 是 级 数 的 研究 。 

这 时 ,依据 有 限 和 的 性 质 ,我 们 就 可 联想 出 级 数 的 有 关 性 质 。 例 如 ,由 

|a 十 aa 十 …… 十 | 委 |a | 十 |az | 十 … 十 1a | 
就 可 联想 出 : 

(2al< > | ww |。 

另外 ,由 于 定 积分 也 可 看 成 一 种 “无 穷 和 ”, 因此 我 们 又 可 联想 出 如 下 的 积分 不 
等 式 ， 

fwarl<T | Fo | drla < 

然而 ,必须 强调 的 是 ,有 限 与 无 限 的 类 比 只 是 一 种 猜测 的 方法 。 也 就 是 说 ,由 此 
所 得 出 的 只 是 可 能 的 结论 , 它 既 可 能 为 真 ,也 可 能 为 假 , 因 此 我 们 就 不 能 不 加 以 证 明 
而 认定 其 肯定 为 真 。 例 如 ,就 有 限 和 而 言 , 结 合 律 为 真 ;但 是 ,对 于 无 穷 和 来 说 ,我 们 


就 不 能 任意 地 对 加 项 进行 “结合 ”, 否则 就 会 得 出 0=1 的 荒 漆 结论 
[1 十 (一 1) 十 [1 十 (一 1 十 [十 (一 1 十 … 


一 0 十 0 十 0 十 … 一 0， 

又 1 十 [( 一 DD 十 和 十 [( 一 DD 十 1 十 [一 DD 二 和 十 [一 DD 十 1 十 … 
一 1 十 0 十 0 十 0 十 … 一 

因此 ,车 有 


1 二 (一 DD 十 1 十 (一 了 十 1 十 (一 了 十 1 十 

一 [1 十 (一 1 十 Li 十 (一 1 二 LI 十 (一 1 十 … 

二 1 十 [( 一 1 十 1 十 [( 一 也 十 了 十 [( 一 了 十 二 十 *… 
就 有 0=1。 
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【 例 18】 著名 数学 家 欧 拉 对 于 > 六 的 计算 可 以 看 作成 功 应 用 有 限 与 无 限 的 
类 比 的 典型 例子 。 

在 数学 的 发 展 过 程 中 ,数学 家 们 很 早 就 开始 了 无 穷 级 数 求 和 问题 的 研究 。 如 数 
学 家 伯 努 利 就 曾 求 得 过 不 少 无 穷 级 数 的 和 数 ;但 他 始终 未 能 求 得 由 自然 数 的 倒数 的 
平方 所 组 成 的 级 数 

本 

2 广 =1 二 去 寸 训 z+ .十 广 5 十 … 
抽 和 为 了 解决 这 一 问题 ,人 色色 开征 来 着， 但 是 直到 18 世纪 上 半 叶 ,二 
入 拉 发 现 了 正确 和 案 

lt 去 5 十 市 十 | 点 十 一 


隐 拉 所用 的 方法 是 这 样 的， 


6° 
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由 代数 的 知识 知道 ,如 果 al ,az，…a* 是 nn 次 代数 方程 wo 十 az 十 … 十 anz" 一 0 
(a, 关 0) 的 nn 个 不 等 于 0 的 根 ,那么 方程 左边 的 多 项 式 就 可 分 解 为 : 

a (1 )(! 二)(! 宇 )， 

特殊 地 ,如 果菜 一 多 项 式 方程 的 根 两 两 互 为 相反 数 :B ,一 B;&, 一 访 ;…;B,， 
—B,， 


则 相应 的 2n 次 多 项 式 必 可 分 解 为 


rx: 
“(1- 育 )(! 襄 )…( 二 )- 
而 且 ,由 具体 计算 可 知 ,其 二 次 项 z 的 系数 为 ; 
1 1 1 

和 一 (所 十 亢 二 十 届 儿 

现 考虑 三 角 方 程 sinz 一 0。 

由 于 0 一 T2r, 一 2r2f, 一 07 都 是 它 的 根 ,因此 ,就 可 以 把 它 看 成 是 
一 个 "无限 次 方程 >。 为 除去 零 根 ,可 将 方程 两 边 除 x, 则 方程 ~ 二 0 的 根 r, 一 Ai 
2r, 一 2r;i… 和 52 一 0Ti 就 两 两 互 为 相反 数 了 。 

依据 前 面 的 讨论 ,通过 有 限 与 无 限 的 类 比 可 以 联想 出 以 下 的 等 式 ， 


0, (1 厨 ) (1 一 47? 厌 )(- 吉 ): 

进而 ,容易 算得 上 式 左 端 的 “多 项 式 ” 的 二 次 项 zx? 的 系数 为 : 
ao[( 京 十 天 十 下 十 小 即 一 一 (1 十 击 十 二 十 

另 一 方面 ,由 sinz 的 寡 级 数 展开 式 又 可 求 得 : 


EE 
其 中 ,二 次 项 zm 的 系数 为 下 , 即 一 雪 
从 而 ,通过 比较 一 次 项 的 系数 就 有 
Uo 1 
(1 二 ++-)- 
另外 ,通过 比较 常数 项 又 可 确定 wu 一 1。 
这 样 , 最 终 就 有 ， 


即 1 十 况 十 亦 十 … 十 十 十 …= 夺 。 
由 于 上 述 结果 是 用 类 比 法 得 出 的 ,因此 就 只 能 说 是 一 个 猜想 。 但 是 ,通过 计算 ， 
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yA ， 
了 4 y 
Apr rpm AAAaA 


欧 拉 发 现 上 式 两 边 的 数字 直至 第 六 位 小 数 都 是 相同 的 (都 等 于 1. 644 934), 因 此 他 
确信 这 一 结果 是 正确 的 。 这 一 结果 后 来 确 也 得 到 了 严格 的 证 明 , 对 此 可 参见 一 般 的 


第 二 节 ”归纳 法 


所 谓 归 纳 ,是 指 经 由 特例 的 分 析 去 引出 普遍 的 结论 。 与 类 比 法 相同 ,归纳 法 在 
数学 发 现 中 也 具有 十 分 重要 的 作用 。 如 德国 数学 家 高 斯 就 曾 说 过 ,他 的 许多 定理 都 
是 靠 归纳 法 发 现 的 。 德 国 数学 家 工 舒 尔 也 曾 说 过 :“ 在 数学 研究 中 , 非 数 学 的 归纳 法 
起 着 重要 的 作用 。” 


与 归纳 法 相 比 ,类 比 可 以 说 是 由 某 一 特例 到 另 一 特例 的 过 渡 。 例 如 ,利用 类 比 ， 
我 们 可 以 由 一 只 天 鹅 是 白 的 联想 到 另 一 只 天 笋 也 是 白 的 。 由 于 普遍 是 由 大 量 的 特 
例 组 成 的 ,因此 我 们 常常 以 类 比 为 基础 进行 归纳 , 即 由 特例 引出 普遍 的 结论 。 例 如 ， 
依据 上 面 的 类 比 ,我 们 可 以 进一步 引出 如 下 的 普遍 结论 ;凡是 天 势 都 是 白 的。 

【 例 1】 如 第 一 节 例 1 所 述 ,由 二 次 不 等 式 xz? 十 y 宇 2zy, 可 以 联想 出 ;三 次 不 等 
式 十 十 之 3Zyz(X 之 0,y 之 0,z 之 0) ,四 次 不 等 式 x 十 y 十 zt 十 wt 之 4Tyzw(z 
之 0,y 之 0,z 之 0,w 之 0) 等 。 进 而 ,以 这 种 类 比 为 基础 ,我 们 又 可 进一步 归纳 出 如 下 的 

好 十 好 十 十 ,XT2，… ,Xs 钞 为 非 负 实数 )。 

另外 ,如 令 如 二 A ,及 一 A … ,如 二 A , 则 就 可 以 由 上 式 引 出 如 下 的 基本 不 等 式 ; 

A 二 As 十 … 二 A,、 ， 

人 > /AAA 。 

这 也 就 是 说 :n 个 非 负 实数 的 算术 平均 数 不 小 于 它们 的 几何 平均 数 。 

【 例 2】 在 0<<a<1,0<5<1 的 条 件 下 ,容易 证 明 ， 

(一 (1 一 六 一 1 一 4 一 0 十 cb 一 < 一 p。 

进而 ,我 们 又 可 证 明 : 

如 果 0<a<<1,0<b 过 1,0< 之 c<1, 就 有 (1 一 a) (1 一 人 (1 一 疏 守 1 一 a 一 6b 一 c。 

在 这 一 类 比 的 基础 上 ,就 可 归纳 出 如 下 的 一 般 不 等 式 ，; 

如 果 0<a<1,0<as 达 1,…,0<as 达 1 ,就 有 (1 一 a1) (1 一 a2)…(] 一 qa,) 这 1 一 ai 


ds—**— no 


【 例 3】 对 半角 公式 稍 加 变形 ,就 可 推出 ， 
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2cos 2 一 2 ns “一 v5 二 2cos w(0<<a<<90?) ; 
进而 ,又 可 证 明 : 

2cos 元 一 4 /12 十 2cos 了 一 V2 十 V2 十 2co0s a。 

这 样 , 以 类 比 为 基础 我 们 就 可 归纳 出 如 下 的 一 般 公 式 : 


2cos 总 一 V2 十 V2 十 … 十 V3 二 5C6sR。 
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二 、 建 立 在 抽象 分 析 之 上 的 归纳 


如 果 把 个 别 比 拟 成 点 ,而 把 相应 的 普遍 结论 看 作 由 这 些 点 所 组 成 的 直线 (射线 ) 的 
话 , 那 么 ,上 面 所 说 的 “直接 建立 在 类 比 之 上 的 归纳 ”显然 就 相当 于 “两 点 确定 一 条 直 
线 ”。 在 已 经 确定 了 直线 上 某 两 个 点 的 位 置 的 情况 下 ,要 作出 相应 的 直线 显然 十 分 容 
易 ; 但 是 ,在 更 多 的 情况 下 ,归纳 的 问题 并 不 总 是 那么 简单 的 ,因为 即使 是 十 分 简单 的 数 
学 事实 ,也 可 能 包含 相当 丰富 的 数学 内 容 , 例 如 ,等 式 3 十 3=6 不 仅 表 明了 6 是 3 的 倍 
数 ,而 且 还 可 以 看 成 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 的 特例 。 因 此 ,只 有 通过 适当 的 抽象 分 析 , 已 
知 的 数学 事实 才能 被 看 作 一 个 “点 ”, 我 们 也 才 有 可 能 由 此 引出 普遍 的 结论 。 

应 善于 观察 .实验 ”与 其 他 学 科 的 研究 一 样 , 数 学 中 所 说 的 抽象 分 析 通 常 也 是 
建立 在 观察 与 实验 的 基础 上 的 ,或 者 说 ,建立 在 数学 实践 的 基础 上 。 如 欧 拉 所 说 ， 
“数学 这 门 科学 ,需要 观察 ,也 需要 实验 .” 另 外 ,法 国 数学 家 C. 厄 米 特 也 曾 指 出 ;“ 观 
察 ,是 精神 领域 中 发 明 创造 的 丰富 源泉 , 正 像 它 是 可 感知 的 现象 世界 中 的 发 明 创 造 
的 丰富 源泉 一 样 。” 

【 例 4】 在 一 定 的 意义 上 ,数论 可 以 说 是 最 纯粹 的 科学 ,因为 除了 能 起 到 “智力 
体操 ”的 作用 之 外 ,数论 基本 上 没有 找到 实际 用 途 。 但 是 ,数论 中 的 绝 大 多 数 定理 又 
都 是 通过 观察 发 现 的 .通过 实验 而 建立 的 ,因此 在 这 个 意义 上 ,数论 也 可 称 为 “经 验 

例如 , 哥 德 巴赫 猜想 在 最 初 就 肯定 是 观察 的 结果 , 即 如 

6 二 3 十 3,8 二 5 十 3,10 二 7 十 3,12 二 7 十 5,14 二 11 十 3,16 二 13 十 3,18 二 11 十 7， 
20 二 13 十 7 ,…。 

进一步 的 实验 使 人 们 发 现 这 一 现象 并 不 偶然 ,从 而 就 提出 了 如 下 的 猜想 : 

“任何 一 个 大 于 4 的 偶数 都 可 以 表示 成 两 个 质数 的 和 。?” 

应 当 提 及 的 是 ,这 一 猜想 的 正确 性 至 今 尚未 得 到 证 明 。 

又 例如 ,依据 至 一 ]=3,2 一] 王 7,2 一 1 一 31,27 一 1 一 127…… 都 是 质数 的 事实 ， 
一 位 名 叫 马 林 ， 默 森 的 法 国 修道 士 在 1600 年 提出 了 如 下 的 猜想 : 


嫂 4 
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“任何 形 如 27 一 1( 其 中 ,P 为 质数 ) 的 数 ( 称 为 默 森 数 , 记 为 Mp ) 都 是 质数 。” 

但 是 ,后 来 发 现 这 一 猜想 是 错误 的 。 因 为 , 当 P=67 时 ,相应 的 默 森 数 
Me 一 22 一 1 并 不 是 质数 。 默 森 的 这 一 错误 是 可 以 原谅 的 ,因为 要 计算 出 2 的 67 次 
罕 , 并 对 24 一 1 是 否 为 质数 进行 检查 并 不 是 很 容易 的 。 

再 例如 ,大 数学 家 费 马 也 曾 犯 过 类 似 于 默 森 的 错误 : 费 马 曾 依据 

22 十 1 一 5,22 十 1 一 17,22 十 1 一 257,22 十 1 一 65 537 
都 是 质数 的 事实 ,提出 了 如 下 的 猜想 : 

“任何 形 如 2 十 1( 其 中 了 为 自然 数 ) 的 数 ( 称 为 费 马 数 , 记 为 F,) 都 是 质数 。” 

但 是 ,到 了 16 世纪 中 叶 , 欧 拉 发 现 :第 五 个 费 马 数 F; (=2* 十 1 一 4 294 967 297) 
并 不 是 质数 ,而 是 641 与 6 700 417 的 乘积 。 

【 例 S】 在 几何 中 也 可 以 找到 很 多 在 观察 与 实验 的 基础 上 进行 归纳 的 例子 。 例 
如 ,通过 实际 计算 四 面体 .六 面体 . 八 面体 .六 棱锥 、 五 棱柱 及 四 棱 台 的 顶点 数 (V) , 棱 
数 ( 巨 ) 与 面 数 CF)( 如 图 2- 10) ,可 以 得 出 如 下 的 表格 ， 


进而 ,通过 对 于 表 中 数据 的 仔细 分 析 ,就 可 以 发 现 如 下 的 关系 式 ， 
V+F=E+t2,。 
通过 进一步 的 实验 ,我 们 又 可 发 现 这 一 关系 式 对 任何 一 个 ( 凸 ) 多 面体 来 说 都 是 
成 立 的 。 事 实 上 ,这 一 关系 式 就 是 著名 的 “ 笛 卡 尔 一 欧 拉 公 式 ”。 
值得 指出 的 是 ,观察 和 实验 在 数学 研究 中 具有 如 此 重要 的 地 位 ,事实 上 也 并 不 
足以 为 奇 ,因为 数学 真理 是 思维 对 于 客观 规律 的 正确 反映 ,有 时 确实 需要 通过 实验 


人 2 看 


和 观察 才能 发 现 。 
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因此 ,在 数学 研究 中 我 们 就 应 善于 观察 . 精 于 实验 。 


应 具有 正确 的 思想 方法 ”观察 和 实验 为 发 现 提供 了 可 能 性 ,但 是 ,为 了 使 这 种 
可 能 性 成 为 现实 , 则 还 需要 有 正确 的 思想 方法 。 


要 的 : 


第 一 ,应 善于 在 各 种 对 象 之 间 进 行 比 较 。 
【 例 6】 十 希腊 人 嘻 就 证 明了 质数 的 数目 有 无 穷 多 个 ,但 是 能 否 找 出 质数 分 布 
的 一 般 规律 呢 ?( 前 面 所 介绍 的 默 森 及 费 马 关于 质数 的 猜想 ,事实 上 都 是 寻找 这 种 
规律 的 具体 努力 .) 或 者 说 ,我 们 能 否 求 出 在 给 定 范围 内 质数 相对 于 全 部 正 整数 所 占 


的 百分比 呢 ? 


就 归纳 而 言 ,以 下 几 点 是 较为 重 


由 实际 计算 可 以 发 现 : 100 以 内 有 26 个 质数 ,1 000 以 内 有 168 个 质数 ， 
1 000 000 以 内 有 78 498 个 质数 ,1 000 000 000 以 内 有 50 847 478 个 质数 。 将 质数 
的 个 数 分 别 除 以 相应 范围 内 正 整数 的 个 数 ,就 有 相应 的 比率 ,如 下 表 所 示 ， 


数值 范围 (1 一 N) 质数 数目 比率 
1 一 100 26 0. 260 
—— 
1~1 000 168 0. 168 
一 十 
1 一 108 78 498 0. 0784 98 
1 一 108 50 847 478 0. 050 847 478 


显然 ,单纯 依靠 这 些 数据 我 们 很 难 提出 任何 明确 的 结论 或 猜想 ;但 是 ,如 果 把 它 
们 与 相应 的 自然 对 数 InN 的 倒数 ( 见 下 表 ) 加 以 比较 ,就 可 得 出 历史 上 最 值得 称道 的 


发 现 之 一 : 
“从 1 到 任何 自然 数 N 之 间 所 含 质 数 的 百分比 ,近似 地 等 于 N 的 自然 对 数 的 
倒数 。” 
一 一 
数值 范围 (1 一 N) 比率 En 偏差 (%) 
1 一 100 0. 260 0. 217 20 
1~1 000 0. 168 | 0. 145 16 
1 一 108 0. 078 498 0. 072 382 8 
1~10? 0. 050 847 478 0. 048 254 942 5 


这 一 结论 已 由 法 国 数学 家 阿达 玛 和 比利时 数学 家 布 丰 在 19 世纪 末 证 实 。 
【 例 7】 少年 时 代 的 高 斯 曾 十 分 巧妙 地 算得 了 连续 的 自然 数 的 和 : 


(S00=1+24+n— et). 


这 一 事迹 至 今 仍然 常常 为 人 们 所 称道 ( 


第 ?7 章 第 一 入 ); 但 是 ,我 们 又 应 局 和 权 计算 连续 自然 的 于 广 和 Ce Dn 
“十 7 ) 呢 ?又 应 当 怎样 去 计算 它们 的 立方 和 (Ss (2) 二 上 十 如 十 … 十 8) 呢 ? 善于 比 


Ps 


 ， 
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较 在 此 也 能 给 予 我 们 很 大 的 帮助 。 
下 表 列 出 了 部 分 的 S1 (nw) 和 Sy (7) ， 


如 果 由 相应 的 S: (nn) 减 去 相应 的 Si(n) 就 有 : 


N 
Sz (n)— Si(n) 


由 这 些 数 据 仍 不 易 发 现 明 显 的 规律 。 但 是 ,如 果 我 们 求 取 Si(n) 与 Si1(n) 的 比 
值 , 则 有 : 


由 此 我 们 就 可 立即 提出 如 下 的 猜想 : 


S2(n) 27 十 1 
Siln) 3 。 


进而 ,依据 S (7) 一 妈 2 二 了 ,就 可 推出 ， 
"et n+l) 


S, (n) 一 


显然 ,在 证 明了 S (2 的 计算 公式 以 后 ,我 们 就 很 容易 产生 这 样 的 想法 :只 需 将 
Ss (mm) 与 SC) 作 比 值 ,就 可 得 出 S;(n) 的 计算 公式 。 但 是 ,由 以 下 的 数据 可 以 看 出 ， 
这 一 努力 并 没有 能 够 得 到 预期 的 结果 ， 


N | 2 3 4 5 6 7 8 
一 | — | T 一 | 
Ss (n) 1 5 14 30 55 91 140 204 
-起 | 一 了 
Ss (n) 1 9 36 100 225 441 784 1296 
| 加 | 
Sn)|1_3|9_9|18,_ 2x9|10 3x10|45 5x9|63 | 44112 103_ 12x9 
S: (n) 5 517 7 |3 9 |11 11 |13™ 13 15 17 ”17 
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nnt+1) 1 nnt1)? 
Ss(m=| 3 | = 1 


由 此 可 见 , 即 使 在 数学 研究 中 ,教条 主义 的 态度 也 是 行 不 通 的 。 另 外 ,尽管 数学 
发 现 中 的 确 包含 有 偶然 的 成 分 ,或 者 说 ,直觉 在 其 中 起 了 很 大 的 作用 。 但 是 ,无 可 否 
认 的 是 ,数学 发 现 中 也 包含 有 必然 的 因素 ,假若 不 具有 广博 的 知识 ,不 进行 艰苦 的 劳 
动 ,就 不 可 能 作出 具有 重大 意义 的 发 现 。 

第 二 ,按照 对 象 的 构成 方法 去 进行 分 析 , 常 常 也 有 益 于 普遍 规律 的 发 现 。 

【 例 8】 在 例 5 关 于 多 面体 顶点 数 .楼 数 和 面 数 关系 的 研 
究 中 ,要 提出 “第 卡尔 一 欧 拉 公 式 ” 应 当 说 并 不 十 分 容易 ,因为 pA 
由 所 列 出 的 数据 ,人 们 往往 不 能 立即 发 现 所 说 的 规律 。 但 是 ， 

如 果 我 们 能 辅 以 “生成 ”的 考虑 ,上 述 公式 的 得 出 就 十 分 自然 / 
了 。 所 谓 “ 生 成 "是 指 如 何 由 较 简单 的 多 面体 构造 出 较 复 杂 的 - 

多 面体 。 即 如 在 原 有 的 多 面体 之 外 增加 一 个 顶点 ,并 将 它 与 靠 

近 的 那 一 面 的 各 个 顶点 依次 相连 接 , 这 样 就 可 得 到 一 个 新 的 较 图 2 -1 
复杂 的 多 面体 (如 图 2- 11)。 

现在 ,我们 就 可 在 这 种 “生成 ”的 考虑 下 进而 去 研究 顶点 数 了 .楼 数 已 , 面 数 下 的 
变化 情况 了 。 就 图 2 - 11 所 示 的 情况 容易 看 出 ,V,E,F 的 增加 数 分 别 为 1,4,(4 一 
1); 从 而 有 1 十 (4 一 1) 一 4。 就 一 般 情况 而 言 , 如 果 假 设 与 新 顶点 靠近 的 那个 面 有 上 
个 顶点 ,那么 ,Y ,下 ,下 的 增加 数 将 分 别 为 1,k, (4 一 1) ,这 时 同样 有 1 十 (一 1) 一 及 从 
而 我 们 就 可 引出 这 样 的 结论 ;在 “生成 ”的 过 程 中 ,( 凸 ) 多 面体 顶点 数 和 面 数 的 改变 
量 的 和 等 于 棱 数 的 改变 量 。 

显然 ,由 所 说 的 事实 我 们 可 引出 如 下 的 结论 :对 于 ( 凸 ) 多 面体 来 说 ,(V 十 F 一 已 ) 
是 一 个 常量 。 正 因为 如 此 ,为 了 得 出 所 要 寻找 的 普遍 规律 ,我 们 只 需 以 某 -简单 的 
多 面体 为 对 象 计算 出 它 的 顶点 数 、 棱 数 和 面 数 就 可 以 了 。 例 如 ,对 于 四 面体 而 言 ,V 
一 4, 下 一 4, 忆 一 6, 从 而 就 有 (V 十 F) 一 下 一 2。 这 就 是 凸 多 面体 顶点 数 、 棱 数 和 面 数 间 
的 普遍 关系 。 

【 例 9】 试 研究 ”个 处 于 一 般 位 置 ( 既 没 有 两 个 平面 互相 平行 ,也 没有 三 个 平面 
共 线 ,或 四 个 平面 共 点 ) 的 平面 把 空间 分 割 成 多 少 个 部 分 ? 

这 一 问题 是 比较 复杂 的 ,为 此 ,按照 前 面 关 于 类 比 法 的 分 析 , 我 们 在 此 不 妨 先 来 
研究 平面 几何 中 与 此 相 类 似 的 问题 , 即 首先 研究 条 处 于 一 般 位 置 ( 既 没 有 两 条 直线 
互相 平行 ,也 没有 三 条 直线 共 点 ) 的 直线 把 平面 分 割 成 多 少 个 部 分 ? 

对 于 后 一 问题 ,我 们 又 可 采用 “生成 ”的 观点 去 进行 研究 , 即 具 体 地 去 研究 当 分 
割 直线 的 数 月 n 逐次 增加 时 ,分 割 所 得 出 的 部 分 平面 的 数目 S, 的 变化 情况 。 

就 图 2 - 12 所 示 的 情况 容易 看 出 ,在 分 割 直线 的 数目 ”由 3 增加 到 4 时 ,分 割 所 
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得 的 部 分 平面 的 数目 S, 的 增加 数 也 是 4, 而 这 事实 上 也 就 是 新 增加 的 第 四 条 直线 4 
被 原 有 的 三 条 直线 分 割 所 得 的 部 分 直线 数 ,因为 ,每 一 个 这 样 的 部 分 直线 都 把 原先 
的 一 个 部 分 平面 分 割 成 了 两 个 新 的 部 分 平面 。 


图 2-12 
显然 ,依据 后 一 分 析 , 我 们 也 就 不 难 引 出 一 般 
的 结论 : 现 设 在 原 有 的 (n 一 1) 条 分 割 直线 的 基础 上 
又 增加 了 一 条 新 的 分 割 直线 ,由 于 这 一 直线 ,被 
原 有 的 (2 一 1) 条 直线 分 成 了 ?个 部 分 直线 (因为 共 
有 (一 了) 个 交点 ,如 图 2 - 13) ,而 每 一 个 这 样 的 部 
分 直线 又 把 原先 的 一 个 部 分 平面 分 割 成 了 两 个 新 


的 部 分 。 因 此 ,就 增加 了 个 部 分 。 这 样 ,按照 “ 生 图 2-13 
成 ”的 考虑 ,条 处 于 一 般 位 置 的 直线 就 把 平面 分 割 成 了 1 十 1 十 2 十 … 十 z 一 下 2 
十 1 个 部 分 。 


在 解决 了 上 述 问 题 以 后 ,就 可 进一步 研究 平面 分 割 空 间 的 问题 。 显 然 , 这 时 我 
们 也 可 按照 "生成 ”的 观点 去 进行 分 析 。 但 是 ,依据 类 比 法 中 所 提 到 的 “求同存异 ”的 
原则 ,我 们 又 应 当 特别 注意 :现在 逐次 增加 的 是 平面 (“分 割 平面 "), 而 不 再 是 直线 
(分 割 直线 ”) 。 

具体 地 说 ,通过 类 比 容易 想到 :如 果 我 们 在 原 有 的 (一 1) 个 分 割 平面 的 基础 上 
再 增加 一 个 新 的 分 割 平面 ,空间 被 分 割 所 成 的 部 分 数 V, 的 增加 量 就 等 于 这 一 平 
面 ", 被 原 有 的 (一 1) 个 分 割 平面 分 割 所 成 的 部 分 平面 数 。 由 于 没有 两 个 平面 是 平 
行 的 ,也 没有 三 个 平面 是 共 线 的 ,或 四 个 平面 是 共 点 的 ,因此 这 (z 一 1) 个 平面 与 w 共 
有 (一 1) 条 交 线 ;而 依据 以 上 的 讨论 我 们 已 经 知道 ,这 (n 一 1) 条 交 线 把 第 ”个 平面 


& 分 割 成 了 外 一 外 多 一 十 是 一 2 一 内] 个 部 分 。 这 也 就 是 说 ,在 增加 了 


第 ?个 分 割 平面 以 后 ,分 割 所 得 出 的 部 分 空间 的 数量 增加 了 2 二 也 十 1 个 。 


从 而 ,依据 “生成 ”的 考虑 ,我 们 就 可 得 出 ,n 个 处 于 一 般 位 置 的 平面 把 空间 分 割 
成 了 


1+1+( 


二 1) 十 … 十 (2 了 二 1) 


2(2—1) 
2 2 


46 硬 
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= 
] 


二 1 十 去 (于 十 加 十 十 辜 ) 一 启 (1 十 2 十 十 轴 十 (十 1 十 … 十 1D 


1 ,nntD (2nt1l) 1 ,n(ntl) 
6 2” 2 


一 1 十 也 +n 


2 
二 1 十 全 于 吕 个 部 分 。 


由 上 述 例子 可 以 看 出 ,“ 生 成 ”的 考虑 不 仅 可 能 导致 新 的 发 现 , 并 且 常 常 为 这 些 
新 的 规律 的 证 明 打 下 了 直接 的 基础 。 


第 三 节 ” 既 应 学 会 猜测 ， 又 应 学 会 论证 


以 上 已 对 两 种 主要 的 猜测 方法 一 一 类 比 法 与 归纳 法 一 一 进行 了 介绍 和 分 析 。 
由 于 猜测 的 方法 并 不 是 完全 可 靠 的 ,因此 ,我 们 必须 对 猜测 的 结果 进行 检验 和 论证 。 
这 样 ,在 猜测 的 方法 与 论证 的 方法 之 间 也 必定 存在 一 定 的 联系 。 


一 、 类 比 与 化 归 


类 比 法 与 化 归 法 的 关系 ”如 前 所 述 ,类 比 法 是 一 种 通过 比较 ,由 已 知 的 事实 ( 规 
律 方法) 引出 新 的 猜想 的 方法 ,是 由 已 知 向 未 知 推广 与 发 展 的 方法 ,因此 ,在 这 样 的 
意义 上 ,类 比 法 与 第 一 章 中 所 介绍 的 化 归 法 就 是 直接 相对 立 的 。 因 为 ,化 归 法 所 强 
调 的 是 由 未 知 向 已 知 的 转化 ,而 且 就 其 最 终 表现 形式 而 言 , 化 归 法 又 显然 属于 论证 
的 范畴 。 但 是 ,在 实际 的 数学 研究 中 ,类 比 法 与 化 归 法 又 往往 是 互相 依赖 .互相 渗透 
的 。 例 如 ,类 比 法 常常 为 化 归 法 的 实现 指明 了 可 能 的 方向 ,而 化 归 则 为 类 比 所 得 出 
的 猜测 提供 了 必要 的 证 明 。 因 此 ,化 归 与 联想 就 可 被 看 成 一 个 矛盾 的 两 个 侧面 。 

【 例 1】 依据 导数 的 定义 ,容易 证 明 : 

定理 甲 ; 常 函数 的 导数 为 0。 即 若 f(x) 寺 c,xE (Ca,0);, 则 (x) 二 0,xE (a,b)， 

定理 乙 :一 次 函数 的 导数 为 常数 , 即 若 f(z) 二 kx 十 hxE (ab , 则 了 (zx) 二， 
ZEG(cy0)。 

其 次 ,利用 前 面 所 说 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 以 立即 证 明 ; 定 理 甲 的 逆 定 理 ( 简 记 
为 定理 甲 ”) 为 真 . 即 车 f (x) 二 0,z+E (a , 则 f(z) 二 cyxE€ (a,b)， 

从 而 ,由 类 比 我 们 也 就 容易 联想 到 :定理 乙 的 逆 定 理 ( 简 记 为 乙 * ) 很 可 能 也 为 
真 , 即 若 f(x) 寺 k,x€ (Ca,b), 则 f(x) 二 kr 十 hx€ (a,b). 

最 后 ,为 了 证 明 这 一 猜想 则 可 采用 如 下 的 化 归 法 : 
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设 f(x) 三 k,XE (4a,b)。 令 g(X) 二 f(x) 一 hz, 显然 有 :g (7z)== 了 (7x) 一 k 寺 0， 
XE(a,b)。 从 而 ,依据 已 证 明 的 定理 甲 * ,就 有 : g(x) 三 h,zE 《a,b) 即 f(x) 二 kz 十 
有 ,7E (lu,b)。 定 理 乙 * 得 证 。 

综 上 可 见 ,类 比 与 化 归 的 实际 应 用 事实 上 就 构成 了 如 下 的 “循环 ”: 


联系 的 观点 ”从 更 高 的 层次 看 ,类 比 法 与 化 归 法 有 着 明显 的 共同 点 :它们 所 强 
调 的 都 是 事物 的 联系 , 即 要 求 我 们 用 相互 联系 的 观点 、 而 不 应 用 孤立 的 眼光 来 看 待 
问题 , 既 要 善于 由 已 知 推 向 未 知 ,又 要 善于 由 未 知 转 向 已 知 。 因 此 ,从 方法 论 的 角度 
看 ,我 们 又 可 提出 如 下 的 一 般 原则 : 

第 一 ,在 解决 问题 时 我 们 应 当 注 意 分 析 其 他 有 关 问 题 。 正 如 笛 卡 尔 所 指出 的 ， 
“ 当 一 个 问题 出 现时 ,我 们 应 当 能 够 及 时 地 观察 一 下 ,是 否 首先 考察 某 些 别 的 问题 会 
带 来 好 处 ,并 想 一 下 有 哪些 别 的 问题 ,以 及 按 什 么 顺序 去 考察 它们 。” 

例如 ,从 这 样 的 角度 去 分 析 , 在 求解 数学 问题 时 我 们 就 应 善于 引进 “辅助 问题 ”， 
更 应 善于 利用 辅助 问题 去 解决 原来 的 问题 。 这 就 是 说 ,我 们 不 仅 可 以 通过 与 辅助 问 
题 的 类 比 去 引出 可 能 的 解答 及 可 能 的 解 题 方 法 (这 属于 “发 现 ” 的 范畴 ) ,而 且 也 应 积 
极地 去 探讨 能 否 通过 向 辅助 问题 的 化 归 最 终 解 决 眼前 的 问题 (这 属于 “论证 ”的 范 
畴 )。 

第 二 ,前 面 所 已 给 出 的 关于 化 归 法 及 类 比 法 的 诸多 分 析 , 如 由 未 知 向 已 知 、 由 难 
到 易 、 由 繁 到 简 的 化 归 , 由 一 般 到 特殊 的 化 归 , 平 面 与 空间 的 类 比 , 数 与 形 的 类 比 , 有 
限 与 无 限 的 类 比 ,等 等 ,事实 上 也 都 可 以 看 作 关 于 如 何 去 引 进 和 利用 “辅助 问题 ”的 
指导 性 意见 。 除 此 以 外 ,以 下 是 一 些 更 为 一 般 的 建议 : 

从 未 知 成 分 着 眼 去 寻找 辅助 问题 :你 曾经 遇 到 过 具有 相同 类 型 的 未 知 成 分 (未 


知 量 或 结论 ) 的 问题 吗 ? 
也 可 以 从 已 知 成 分 出 发 去 寻找 :你 曾经 遇 到 过 具有 相同 类 型 的 已 知 成 分 (已 知 
量 或 条 件 ) 的 问题 吗 ? 


还 可 以 就 问题 的 类 型 进行 分 析 : 这 是 哪 种 类 型 的 问题 ? 你 曾经 遇 到 过 同一 类 型 
的 问题 吗 ? 那些 问题 又 是 怎样 解决 的 ? 

最 后 ,我 们 还 可 考虑 :你 曾经 遇 到 过 与 此 相关 (或 者 ,更 为 特殊 或 更 为 一 般 ) 的 问 
题 吗 ? 那些 问题 又 是 怎样 解决 的 ? 

第 三 ,在 某 一 问题 得 到 解决 以 后 ,我 们 又 应 注意 分 析 能 和 否 由 此 而 引出 新 的 结果 ， 
即 能 否 对 所 已 取得 的 成 果 作 进一步 的 发 展 和 推广 。 具 体 地 说 ,除去 前 面 所 已 指出 的 
方向 , 即 由 特殊 到 一 般 、 由 平面 到 空间 .由 有 限 到 无 限 的 推广 以 外 ,还 可 考虑 以 下 的 
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问题 ， 

能 否 得 出 更 强 的 结论 或 更 多 的 结果 ?能 否 在 较 弱 的 条 件 下 得 出 同样 的 结果 ? 
能 否 由 所 得 的 结果 去 提出 新 的 猜想 ? 能 否 以 此 为 依据 去 重新 判断 先前 所 提出 的 别 
的 猜想 ? 

当然 ,在 解决 新 提出 的 问题 时 ,我 们 又 应 充分 利用 已 有 的 成 果 , 即 应 当 尽 可 能 地 
采取 化 归 的 方法 。 这 样 ,数学 的 认识 也 就 表现 为 一 种 “螺旋 式 ” 的 上 升 过 程 。 

第 四 ,除去 对 于 具体 结果 的 推广 与 发 展 以 外 ,我 们 还 应 在 方法 论 上 作出 必要 的 
总 结 与 发 展 , 即 应 当 考虑 由 已 解决 的 问题 在 方法 论 上 能 获得 的 启示 和 教 益 。 这 时 ， 
考虑 以 下 一 些 问 题 是 有 益 的 : 

什么 是 其 中 的 主要 困难 ? 什么 是 解 题 过 程 中 的 关键 性 步骤 ? 娜 些 地 方 可 以 作 
进一步 的 改进 ? 又 有 什么 东西 在 以 后 的 类 似 情况 下 仍 能 用 到 ? 

这 样 ,正如 笛 卡 尔 所 说 “我 所 解决 的 每 一 个 问题 都 将 成 为 一 个 模式 ,以 用 于 解 
决 其 他 问题 。” 


二 、 归 纳 法 与 数学 归纳 法 


犹如 类 比 法 与 化 归 法 的 关系 一 样 ,在 实际 的 数学 研究 中 , 归纳 法 与 数学 归纳 法 
也 可 被 看 成 一 个 矛盾 的 两 个 侧面 。 

关于 数学 归纳 法 的 分 析 如 前 所 述 ,归纳 法 是 指 由 特例 的 分 析 去 引出 普遍 的 结 
论 。 但 是 ,我 们 怎样 才能 保证 由 此 所 得 出 的 结论 的 可 靠 性 呢 ? 由 于 普遍 是 由 大 量 的 
个 例 所 组 成 的 ,因此 容易 想到 :归纳 的 正确 性 主要 取决 于 所 得 出 的 结论 是 否 具有 “ 稳 
定性 ”, 即 能 和 否 由 已 研究 过 的 特例 “稳定 地 过 渡 ? 到 其 他 尚未 研究 过 的 特例 。 

当然 ,为 了 保证 结论 的 可 靠 性 ,仅仅 停留 于 这 种 朴素 的 分 析 是 不 够 的 ,而 必须 形 
成 严格 的 数学 方法 。 这 就 是 数学 归纳 法 。 

应 用 数学 归纳 法 时 ,必须 注意 以 下 几 点 : 

第 一 ,如 何 保 证 结论 的 正确 性 。 所 说 的 关于 “稳定 性 ”的 分 析 显 然 不 能 遗漏 任何 
一 个 特例 。 因 此 ,就 数学 归纳 法 的 应 用 而 言 ,一 个 必要 的 条 件 就 是 :所 考虑 的 对 象 应 
是 "可 排 " 的 ,也 即 可 以 按照 自然 数 的 顺序 予以 编号 @。 这 样 ,只 要 按照 这 种 编号 顺序 
去 研究 结论 的 “稳定 性 ”( 能 否 从 第 ”个 对 象 “稳定 地 ”过 渡 到 第 (十 1) 个 对 象 ) ,就 可 
保证 不 会 遗漏 掉 任 何 一 个 特例 。 

第 二 ,在 实际 的 数学 研究 中 , 由 于 我 们 往往 是 通过 特例 的 分 析 引 出 普遍 结论 的 ， 
因此 主要 的 问题 就 在 于 如 何 证 明 结论 的 “稳定 性 ”。 但 是 ,如 果 就 证 明 的 全 部 过 程 而 
言 ,我 们 又 必须 首先 就 某 个 特例 检查 结论 的 正确 性 。 不 然 的 话 ,我 们 就 丧失 了 归纳 


由 ”在 现代 数学 的 研究 中 ,还 有 所 谓 的 “ 超 穷 归纳 法 ”。 对 此 就 不 再 予以 介绍 了 。 
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的 基础 。 另 外 ,出 于 严格 性 的 考虑 ,我 们 又 应 对 第 一 个 对 象 进行 检验 ,因为 只 有 这 
样 ,才能 保证 我 们 的 分 析 没 有 遗漏 掉 任何 一 个 特例 。 

【 例 2】 对 于 第 二 节 例 2 中 所 提 到 的 以 下 的 一 般 不 等 式 ; 

(1 一) (la) (一 aa) 全] 一 al 一 4 一 … 一 4 (n>2,0<a<1,,0<a,<1) 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 ， 

由 于 我 们 已 经 知道 在 ”一 2 时 结论 为 真 ,因此 ,这 里 惟一 需要 做 的 工作 就 是 在 (1 
一 41) (1 一 0 )…( 一 ai) 六 1 一 a 一 as 一 … 一 Qs 为 真 的 假设 下 去 证 明 ; (1 一 a1) (1 一 


a2)° la)>1a ma ma a 

证 明 : 

(一 1)( 一 42) 司 (一 4 一 G17) 之 (一 一 Q2 一 一 Qj) (1 一 Qi41) (归纳 假 
设 )==1 一 qi 一 qs 一 … 一 a Qi 十 (aaatrl TT aa 二 Qapr1) >1—a a 
Qk dgtlo 


所 以 原 命题 对 所 有 的 自然 数 都 为 真 。 

归纳 法 与 数学 归纳 法 的 关系 ”由 于 数学 归纳 法 所 证 明 的 结论 是 完全 可 靠 的 , 因 
此 ,与 归纳 法 不 同 ,数学 归纳 法 就 应 被 归属 “论证 ”的 范畴 ,而 不 是 猜测 的 方法 。 但 
是 ,由 前 面 的 例子 可 以 看 出 ,在 归纳 法 与 数学 归纳 法 之 间 也 存在 有 互相 依赖 ,相互 渗 
透 的 辩证 关系 。 具 体 地 说 ,归纳 法 与 数学 归纳 法 之 间 存 在 着 如 下 的 自然 联系 ;数学 
归纳 法 所 证 明 的 往往 是 通过 归纳 所 得 出 的 猜测 ,而 归纳 法 所 得 出 的 猜测 则 又 必须 用 
数学 归纳 法 来 加 以 证 明 , 因 此 归纳 法 就 是 数学 归纳 法 的 必要 前 提 , 而 数学 归纳 法 则 
是 归纳 法 的 自然 发 展 。 另 外 ,更 为 重要 的 是 ,归纳 的 过 程 往往 为 运用 数学 归纳 法 证 
明 相 应 的 结论 提供 了 直接 的 基础 ;反之 ,证 明 的 过 程 又 可 以 加 深 我 们 对 于 原来 猜测 
的 理解 ,这 其 中 往往 包含 了 对 于 原来 猜测 的 改进 。 例 如 ,只 有 通过 证 明 ,我们 才能 真 
正 理解 为 什么 应 将 自然 数 的 立方 和 S:(z) 与 自然 数 的 和 Si (z) 比较 ,而 不 是 与 自然 数 
的 平方 和 S: (2 加 以 比较 。 另 外 ,也 只 有 通过 证 明 ,我 们 才能 认识 到 笛 卡 尔 一 欧 拉 公 
式 ( 如 第 二 节 中 的 例 5 与 例 8) 只 是 对 于 凸 多 面体 才 是 有 效 的 ,因为 所 说 的 “生成 ”分 
析 显 然 只 适用 于 凸 多 面体 。 

综 上 所 述 , 归 纳 法 与 数学 归纳 法 同样 也 构成 了 数学 方法 论 研 究 中 的 一 对 矛盾 。 


铺 测 的 方法 与 论证 的 方法 


猜测 的 方法 与 论证 的 方法 的 关系 ”上 述 关 于 类 比 法 与 化 归 法 .归纳 法 与 数学 归 
纳 法 之 间 辩 证 关系 的 分 析 事实 上 也 适用 于 一 般 的 猜测 方法 与 论证 方法 。 这 就 是 说 ; 

第 一 ,合理 的 猜测 为 相应 的 论证 提供 了 必要 的 基础 。 因 为 在 解决 某 一 问题 前 ， 
你 不 仅 必须 先 猜 测 出 可 能 的 解答 (如 所 要 证 明 的 “定理 ”) ,而 且 还 必须 猜测 出 可 能 的 
解决 方法 (如 证 明 的 主导 思想 )。 
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第 二 ,论证 是 猜测 的 必要 发 展 。 因 为 猜测 的 方法 并 不 能 提供 完全 可 靠 的 结论 ， 
而 只 有 通过 论证 ,我 们 才能 对 可 能 的 解答 与 可 能 的 解决 方法 作出 检验 ,并 作出 必要 
的 改进 ,直至 最 终 获 得 可 靠 的 解决 。 由 此 可 见 , 论 证 的 过 程 事实 上 也 包含 有 发 现 的 
因素 。 
数学 研究 活动 的 一 般 模式 ”由 于 数学 研究 活动 是 由 发 现 与 论证 这 样 两 个 过 程 
组 成 的 ,因此 就 可 简单 地 表述 为 : 


发 现 论证 
| 县 一 -一 > 2 人 
县 体 问题 具体 素材 一 区 叱 有 绩 革 猜想 一 化 厅 数学 万 珊 法 等 六 [结论 


当然 ,由 前 面 的 分 析 我 们 又 已 知道 ,在 实际 的 数学 研究 中 论证 与 发 现 的 过 程 往 
往 是 互相 依赖 ,相互 渗透 的 , 而且, 最 终 所 获得 的 常常 不 是 原来 的 猜测 ,而 是 经 过 改 
进 了 的 结论 。 因 此 ,数学 的 研究 活动 事实 上 就 是 一 个 包含 有 多 次 反复 的 复杂 过 


程 o 即 2 
发 现 发 现 二 论证 


生体 问题 具体 素材 一 “[ 可 能 的 结论 -mn 


论证 


改进 了 的 猜想 


结论 


四 、 既 学 会 猜测 ,又 学 会 论证 


依据 前 面 的 分 析 ,在 方法 论 上 我 们 又 可 引出 如 下 的 结论 : 

应 尽 可 能 增强 猜测 的 可 信 性 只 有 尽 可 能 地 增强 猜测 的 可 信人 性 ,才能 为 相应 的 
论证 提供 理想 的 基础 ， 并 尽 可 能 地 吉 免 无 效劳 动 。 

为 了 达到 上 述 目标 ,一 个 重要 的 环节 显然 在 于 掌握 “好 的 ”猜测 方法 ;同样 重要 
的 是 ,在 具体 地 对 猜测 进行 证 明 前 ,我们 又 应 适当 地 对 此 加 以 检验 ,以 增强 猜测 的 可 
信和 性 

这 样 就 发 现 方法 的 实际 应 用 而 言 ,也 就 应 当 包 括 检验 的 方法 。 具 体 地 说 ， 

第 一 ,如 果 我 们 所 得 出 的 是 一 个 建立 在 归纳 法 之 上 的 普遍 结论 ,那么 ,在 具体 运 
用 数学 归纳 法 对 此 进行 证 明 以 前 ,应 当先 用 一 些 新 的 特例 对 这 一 普遍 结论 作出 检 
验 ; 如 果 检 验 的 结果 为 真 ,就 增强 了 这 一 普遍 结论 的 可 靠 性 ; 如果 检 验 的 结果 为 假 ， 
就 无 须 徒劳 地 对 此 进行 证 明 。 

第 二 ,与 上 述 经 由 新 的 特例 去 进行 检验 的 方法 相 比 ,以 下 方法 是 更 为 有 效 的 ,就 
是 如 果 我 们 能 够 发 现 另 一 种 合理 的 猜测 方法 , 它 同样 导致 了 原来 的 结论 ,那么 ,这 一 
结论 的 可 靠 性 就 大 大 地 增强 了 。 例 如 ,在 复杂 的 计算 中 , 如 果 我 们 用 两 种 不 同 的 计 
算 方 法 计算 得 出 了 同样 的 答 数 ， 一 般 就 不 会 再 对 这 一 管 数 持 怀疑 态度 了 。 显 然 , 欧 


拉 关 于 马 让 下 的 验算 就 可 被 看 成 这 种 方法 的 一个 典型 例子 。 


[ 例 4] 如 果 自 然 数 忆 与 (P 十 2) 都 是 质数 (如 5 与 7,11 与 13 等 等 ), 我 们 就 称 
之 为 “双生 质数 ”。 
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依据 观察 与 实验 ,人 们 提出 了 “存在 无 穷 多 组 双生 质数 ”的 猜想 。 因 为 人 们 发 
现 , 无 论 我 们 沿 自然 数 序列 走 得 多 远 ,总 还 能 够 遇 到 这 样 的 双生 质数 ,如 17 和 19,29 
和 31,41 和 43 ,等 等 。 

上 面 的 “说 明 ” 也 许 不 能 令 人 完全 信服 ;但 是 ,在 看 到 了 以 下 的 “论证 ”以 后 ,相信 
很 多 人 的 看 法 就 会 有 所 改变 (虽然 这 一 猜想 至 今 仍 未 得 到 证 明 )， 

“了 是 质数 "与 “(P 十 2) 是 质数 ”这 两 个 事实 可 以 被 认为 是 完全 独立 的 ;又 由 于 小 
于 nn 的 质数 的 频率 约 为 ,因此 ,小 于 n 的 双生 质数 的 频率 就 约 为 但 这 事实 
上 就 蕴涵 了 存在 无 穷 多 个 双生 质数 的 结论 。 

【 例 5】 依据 观察 和 实验 可 以 发 现 ,在 凸 多 面体 的 顶点 数 V 与 面 角 的 和 数 》) a 
之 间 存 在 如 下 的 关系 : 

2rV 一 2) 4 一 4T. 


多 <> A 


例如 ,由 图 2-14 即 可 看 出 ， 


V Da | 2xV 2rV 一 > au 
长 方 体 | 8 6X2r 一 12r 16r 4 
四 面体 4 上 4 一 4x 8r dr 
八 面体 6 8r 一 8x | 12r 4 
五 棱柱 | 10 | 5X2x 十 2X3r 一 16r | 20r 一 hn 
三 棱 人 台 6 3X2r 十 2r 一 8r 12x 4 


由 于 这 一 猜想 与 笛 卡 尔 一 欧 拉 公式 一 样 都 与 多 面体 的 顶点 数 等 有 关 , 因 此 ,不 
妨 对 两 者 的 联系 作 一 分 析 : 
如 果 以 Si ,S:,…,S# 分 别 表示 多 面体 的 下 个 面 的 边 数 ,因为 边 形 的 内 角 和 为 
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(n 一 2)。x. 所 以 

>u 一 rr (SI 一 2) 十 xz。(S: 一 2) 十 … 十 rr (Sr 一 2) = AS +S —2F) 
其 中 (S 十 S 十 … 十 SF) 代 表 了 所 有 五 个 面 的 边 数 的 和 。 由 于 在 这 个 总 数 中 多 面体 
的 每 一 条 楼 都 被 计算 了 两 次 ,因此 就 有 

Si 十 Ss 十 … 十 Se 二 2E 
代入 上 式 就 有 :， > )a = 2x(E 一 FF). 


将 这 一 关系 式 代入 表示 上 述 猜 想 的 关系 式 2rV 一 》) a 一 47, 我 们 就 得 到 了 
2nV—2x(E—F)=4n, 

即 F 十 V==E 十 2. 

即 笛 卡尔 一 欧 拉 公式 。 

由 此 可 见 ,上 述 猜 想 事实 上 是 与 笛 卡 尔 一 欧 拉 猜想 相互 等 价 的 。 这 种 “ 异 途 同 
妇 ” 的 现象 显然 增强 了 所 说 猜想 的 可 信 性 。 

第 三 ,在 很 多 情况 下 ,我 们 还 可 用 所 谓 的 “探索 性 演绎 法 ”( 拟 经 验 法 ) 去 对 已 得 
出 的 猜想 作出 检验 :在 此 我 们 不 是 直接 对 所 已 得 出 的 猜想 A 去 进行 检验 ,而 是 由 A 
出 发 去 演绎 出 进一步 的 结论 B.C、D…… 如 果 这 些 结论 中 的 某 个 结论 已 被 证 明 为 假 ， 
则 就 可 以 断言 原来 的 猜想 A 为 假 ;而 如 果 结 论 B.C、D…… 都 为 真 , 则 A 为 真 的 可 能 
性 就 增 大 了 。 

应 当 指出 , 古 希 腊 的 帕 普 斯 已 总 结 出 了 这 样 的 方法 。 他 说 :“ 由 你 的 猜测 一 一 假 
设 它 为 真一 一 逐一 地 去 引出 结论 。 如 果 你 得 到 了 一 个 假 的 结论 ,那么 你 的 猜测 就 是 
假 的 ;如 果 你 得 到 一 个 无 疑 为 真 的 结论 ,你 的 猜测 就 可 能 为 真 ,” 在 现代 数学 的 发 展 
史 中 , 由 于 数学 的 抽象 程度 不 断 提 高 ,因此 ,这 种 探索 性 演绎 法 也 就 显得 越 来 越 重 
要 。 例 如 ,现代 集合 论 研究 中 的 不 少 公理 (如 选择 公理 ,可 化 归公 理 等 ), 其 可 靠 性 就 
都 建立 在 试探 性 演绎 法 之 上 。 另 外 ,I 拉 卡 托 斯 等 数学 哲学 家 更 因此 而 断言 ,“ 数 学 
是 ' 拟 经 验 ’ 的 ”。 . 

既 学 会 猜测 ,又 学 会 论证 ” 综 上 可 见 , 为 了 搞 好 数学 研究 ,我 们 既 应 学 会 猜测 ， 
又 应 学 会 论证 。 特 殊 地 ,为 了 培育 既 有 创造 发 明 能 力 . 又 有 逻辑 论证 能 力 的 数学 师 
资 和 学 生 ,我 们 又 应 当 在 中 学 和 大 专 院 校 的 数学 教学 和 教材 中 ,采取 归纳 与 演绎 交 
互 作用 的 原则 。 这 就 是 说 ,我 们 不 仅 应 教会 学 生 运 用 科学 归纳 法 去 猜 结论 . 猜 条 件 、 
猜 定 理 、 猜 证 法 ,而且 还 要 让 他 们 学 会 从 探索 性 演绎 法 过 渡 到 纯 形式 的 演绎 法 ,能 够 
把 预见 到 的 合理 命题 或 定理 的 证 明 一 丝 不 苟 地 建立 在 逻辑 演绎 基础 上 ， 

其 次 ,依据 前 面 的 分 析 , 我 们 还 可 对 数学 的 严格 性 问题 作 一 分 析 。 众 所 周知 , 数 
学 建立 在 严格 论证 的 基础 之 上 。 但 是 ,数学 研究 又 并 不 总 是 那么 严格 的 。 因 为 只 有 
依靠 大 胆 的 探索 和 想像 ,我 们 才能 发 现 真 理 ,又 只 有 经 过 反复 的 试验 和 改进 ,我 们 才 
能 最 终 找到 解决 问题 的 有 效 途径 和 正确 的 解答 。 因 而 ,严格 的 逻辑 分 析 就 必须 辅 以 
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大 胆 的 探索 和 尝试 。 也 就 是 说 ,在 数学 研究 中 我 们 既 应 力求 严格 ,又 应 不 为 严格 性 
的 要 求 所 束缚 。 

最 后 ,正如 波 利 亚 所 指出 的 ,在 数学 研究 中 我 们 应 当 采 取 ”“ 谦 慎 的 乐观 主义 态 
度 ”。 也 就 是 说 ,我 们 应 对 自己 的 能 力 有 信心 , 大胆 地 去 进行 猜测 , 以 乐观 的 精神 去 
进行 论证 ;但 是 ,又 不 应 轻信 任何 事情 ,并 应 随时 准备 修正 我 们 的 任何 一 个 信念 。 总 
之 ,坚持 真 理 , 并 始终 抱 有 乐观 的 精神 ”是 一 个 好 的 数学 工作 者 所 应 具有 的 态度 。 
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全 第 3 章 , 
| 美的 追求 : 
数学 发 展 的 动力 之 一 


自 希 尔 伯 特 1900 年 在 巴黎 国际 数学 家 代表 大 会 上 作 了 著名 的 讲演 《数学 问题 》 
以 来 ,数学 问题 对 于 数学 发 展 的 重要 意义 已 经 得 到 了 公认 。 希 尔 伯 特 指出 :“ 某 类 问 
题 对 于 一 般 数 学 进展 的 深远 意义 以 及 它们 在 研究 者 个 人 的 工作 中 所 起 的 重要 作用 
是 不 可 否认 的 。 只 要 一 门 科 学 分 支 能 提出 大 量 的 问题 , 它 就 充满 着 生命 力 ;而 问题 
的 缺乏 则 预示 着 独立 发 展 的 衰亡 或 中 止 .” 但 是 ,数学 中 的 问题 是 从 何 而 来 的 呢 ? 或 
者 说 ,什么 是 数学 问题 的 源泉 呢 ? 对 此 , 希 尔 伯 特 回答 道 :“ 在 每 个 数学 分 支 中 ,那些 
最 初 .最 老 的 问题 肯定 是 起 源 于 经 验 ,是 由 外 部 的 现象 世界 所 提出 的 。……… 但 是 , 随 
着 一 门 数 学 分 支 的 进一步 发 展 , 人 类 的 智力 , 受 着 成 功 的 鼓舞 ,开始 意识 到 自己 的 独 
立 性 。 它 自身 独立 地 发 展 着 ,通常 并 不 受 来 自 外 部 的 明显 影响 …… 其 间 , 当 纯 思 维 
的 创造 力 进行 工作 时 ,外 部 世界 又 重新 开始 起 作用 ,通过 实际 现象 向 我 们 提出 新 的 
问题 ,开辟 新 的 数学 分 支 。 因此 ,数学 问题 就 具有 两 个 不 同 的 源泉 :外 部 的 源泉 与 内 
部 的 源泉 。 而 这 事实 上 也 就 是 数学 发 展 的 两 种 动力 , 即 社会 实践 与 内 在 因素 的 作用 。 

正如 希 尔 伯 特 在 上 述 演讲 中 所 指出 的 ,数学 发 展 的 外 部 动力 与 内 在 动力 是 互相 
渗透 .交替 着 发 挥 作用 的 ,但 两 者 之 间 又 存在 着 明显 的 区 别 ,因此 ,从 方法 论 的 角度 
看 ,就 有 必要 从 不 同 的 角度 对 数学 的 发 展 规律 进行 研究 ,也 即 应 当 区 分 出 两 种 不 同 
的 数学 方法 论 :“ 宏 观 的 数学 方法 论 ”与 “微观 的 数学 方法 论 ”。 第 一 ,数学 发 展 规律 
的 人 研究, 如果 撤 开 数 学 的 内 在 因素 不 提 , 那 是 属于 “宏观 的 数学 方法 论 ”的 范畴 。 第 
二 ,数学 工作 者 研究 数学 课题 时 也 可 以 不 考虑 数学 发 展 的 外 在 推动 力 , 专 就 数学 内 
部 体系 结构 中 的 特定 问题 来 分 析 研 究 。 这 样 ,就 需要 考虑 采用 最 有 效 的 数学 研究 方 
法 ,需要 懂得 数学 发 现 与 数学 创造 等 法 则 。 这 些 属于 研究 者 个 人 必须 遵循 的 方法 与 
法 则 的 研究 ,可 以 称 为 “微观 的 数学 方法 论 ”。 

由 于 篇 幅 的 限制 ,本 书 主要 讨论 微观 的 数学 方法 论 。 特 殊 地 ,本 章 将 从 微观 的 
数学 方法 论 这 一 角度 对 美学 因素 在 数学 发 展 与 数学 发 现 (创造 ) 中 的 作用 进行 分 析 ; 
另外 ,在 这 一 章 中 ,我 们 也 将 对 逻辑 与 直觉 在 数学 发 现 中 的 辩证 关系 作出 分 析 。 
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一 、 数 学 与 美 


数学 中 是 否 包含 美的 因素 ? 对 此 ,大 部 分 学 者 的 回答 是 肯定 的 。 例 如 ,古代 的 
哲学 家 、 数 学 家 普 洛 克拉 斯 早 就 断言 :“ 哪 里 有 数 , 哪 里 就 有 美 .” 上 希腊 最 伟大 的 哲 
学 家 亚 里 士 多 德 也 曾 指出 “虽然 数学 没有 明显 地 提 到 美 ,但 数学 与 美 并 不 是 没有 关 
系 的 ,因为 ,美的 主要 形式 就 是 秩序 .匀称 和 确定 性 , 而 这 些 就 是 数学 所 研究 的 原 
则 ”。 现 代数 学 家 关于 数学 美的 论述 更 是 不 计 其 数 。 如 现代 最 伟大 的 数学 家 、 物 理 
学 家 之 一 彭 加 勤 就 曾 写 道 ,一 个 名 副 其 实 的 科学 家 ,尤其 是 数学 家 ,他 在 他 的 工作 
中 体验 到 与 艺术 家 一 样 的 印象 ,他 的 乐趣 和 艺术 家 的 乐趣 具有 相同 的 性 质 , 是 同样 
伟大 的 东西 .” 而 这 种 “伟大 的 东西 ”就 是 与 艺术 美 可 以 相提并论 的 科学 (数学 ) 美 。 
另外 ,英国 著名 哲学 家 、 数 理 逻 辑 学 家 罗素 则 更 把 数学 的 美 形容 为 一 种 “ 冷 而 严肃 的 
美 ”"。 他 写 道 :“ 数 学 ,如 果 正 确 地 看 它 ,不 但 拥有 真理 ,而 且 也 具有 至 高 的 美 ,就 像 雕 
刻 的 美 , 是 一 种 冷 而 严肃 的 美 , 这 种 美 不 是 投 合 我 们 天 性 的 微弱 的 方面 ,这 种 美 没有 
绘画 或 音乐 那些 华丽 的 装饰 , 它 可 以 纯净 到 崇高 的 地 步 ,能 够 达到 严格 的 只 有 最 伟 
大 的 艺术 才能 显示 的 那 种 完满 的 境地 。” 

数学 的 美 无 疑 给 了 数学 家 们 以 极 大 的 精神 享受 ,但 是 ,更 为 重要 的 是 ,美学 的 因 
素 也 在 一 定 程度 上 影响 了 数学 的 发 展 ,因为 ,数学 家 们 常常 依据 美学 上 的 考虑 来 决 
定 自己 的 研究 方向 。 

具体 地 说 ,由 于 数学 的 发 展 具有 一 定 的 相对 独立 性 ,因此 数学 家 们 在 对 自己 的 
研究 课题 进行 选择 时 就 具有 很 大 的 “自由 性 ”。 例 如 ,他 们 之 所 以 研究 某 一 问题 ,很 
可 能 就 不 是 由 于 实际 的 需要 ,而 纯粹 出 于 个 人 的 兴趣 。 那 么 ,数学 家 们 是 怎样 来 决 
定 自己 的 选择 的 呢 ? 或 者 说 ,他 们 是 怎样 保证 自己 的 研究 “富有 成 果 ” 的 呢 ? 这 里 ， 
一 个 重要 的 因素 就 是 美学 上 的 考虑 。 例 如 ,著名 数学 家 冯 。 诺 依 曼 曾 写 道 ;“ 我 认为 
数学 家 无 论 是 选择 题材 ,还 是 判断 是 否 成 功 的 标准 ,主要 的 都 是 美学 的 ”他 又 说 道 ; 
“数学 家 成 功 与 否 及 他 的 努力 是 否 值得 的 主观 标准 ,是 非常 自足 的 、 美 学 的 ,不 受 (或 
近乎 不 受 ) 经 验 的 影响 .”( 因 此 , 冯 ，。 诺 依 曼 断 言 :“ 数 学 思想 一 旦 …… 被 构思 出 来 ， 
这 门 学 科 就 开始 经 历 它 本身 所 特有 的 生命 ,把 它 比 作 创 造 性 的 、 受 几乎 一 切 审美 因 
素 支配 的 学 科 , 就 比 把 它 比 作 别 的 事物 特别 是 经 验 科 学 要 更 好 一 些 汪 另外 , 彭 加 勒 
则 更 明确 肯定 了 “美学 的 考虑 ”与 “理论 的 富有 成 果 性 ”之 间 的 关系 。 他 写 道 :“ 数 学 
家 们 非常 重视 他 们 的 方法 和 理论 是 否 优美 ,这 并 非 华而不实 的 作风 ,那么 ,到 底 是 什 
么 使 我 们 感到 一 个 解答 一 个 证 明 优 美 呢 ? 那 就 是 各 个 部 分 之 间 的 和 谐 . 对 称 , 恰 到 
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好 处 的 平衡 。 一 句 话 , 那 就 是 井然 有 序 , 统 一 协调 ,从 而 使 我 们 对 整体 以 及 细节 都 能 
有 清楚 的 认识 和 理解 ,而 这 正 是 产生 伟大 成 果 的 地 方 。 事 实 上 ,我 们 越 是 能 一 目 了 
然 地 看 清 这 个 整体 ,就 越 能 清楚 地 意识 到 它 与 相 邻 的 对 象 之 间 的 类 似 , 从 而 就 越 有 
机 会 猜 出 可 能 的 推广 结论 。 我 们 不 习惯 放 在 一 起 考虑 的 对 象 之 间 不 期 而 遇 所 产生 
的 美 ,这 使 人 有 一 种 出 乎 意料 的 感觉 ,而 这 也 是 富有 成 果 的 ,因为 它 为 我 们 揭示 以 前 
没有 认识 到 的 亲缘 关系 。 甚 至 方法 简单 而 问题 复杂 这 种 对 比 所 产生 的 美感 也 是 富 
有 成 果 的 ,因为 它 使 我 们 想到 产生 这 种 对 比 的 原因 ,往往 使 我 们 看 到 真正 的 原因 并 
非 偶然 ,要 在 某 个 预料 不 到 的 规律 中 才能 发 现 .” 

因此 ,美学 的 考虑 是 决定 数学 发 展 的 一 个 重要 因素 ,对 此 更 有 必要 进行 深入 的 
分 析 和 研究 . 包 


二 、 数 学 美的 客观 内 容 与 美的 追求 
对 于 数学 发 展 的 促进 作用 


我 们 将 通过 对 于 数学 美的 客观 内 容 的 分 析 来 弄 清 美的 追求 对 于 数学 发 展 的 促 
进 作 用 。 

与 任何 美感 相同 ,人 们 对 于 数学 的 美感 也 具有 强烈 的 感情 色彩 ,而 且 , 不 同 的 人 
关于 数学 美的 标准 也 是 各 不 相同 的 ;但 是 ,从 整体 上 说 ,数学 美 既 不 是 虚无 飘渺 、 忽 
有 忽 无 的 东西 ,也 不 是 纯粹 主观 .不 可 捉摸 的 东西 ,而 是 有 其 确定 的 客观 内 容 。 由 于 
数学 的 发 展 ( 以 及 人 类 文明 的 进步 ) ,数学 美的 概念 也 有 了 一 定 的 发 展 和 演变 ,但 是 ， 
它 的 基本 内 容 义 是 相对 稳定 的 。 这 就 是 ;对 称 性 ,简单 性 .统一 性 与 奇异 性 。 

对 称 性 (匀称 性 ) ”从 原始 意义 上 说 ,对 称 性 是 指 组 成 某 一 事物 或 对 象 的 两 个 部 
分 的 对 等 性 。 从 古 希 腊 的 时 代 起 ,对 称 性 就 被 认为 是 数学 美的 一 个 基本 内 容 。 例 
如 , 毕 达 哥 拉 斯 就 曾 说 过 : “一切 立 体 图 形 中 最 美的 是 球形 ,一 切 平面 图 形 中 最 美的 
是 圆 形 ,” 因 为 ,这 两 种 形体 在 各 个 方向 上 都 是 对 称 的 。 另 外 ,由 于 人 们 总 是 把 完善 、 
美 .秩序 等 与 对 称 的 概念 联系 在 一 起 (与 此 相反 ,不 对 称 的 概念 则 往往 与 变动 .偶然 、 
自由 等 相 联 系 ) ,因此 ,在 古 希 腊 的 学 者 们 (例如 , 亚 里 士 多 德 ) 看 来 ,天 体 的 运动 就 必 
然 采取 圆周 运动 的 形式 ,否则 就 降低 了 其 “至 高 无 上 ”的 完美 性 。 

从 数学 的 发 展 历史 看 ,对 于 对 称 美的 追求 曾 在 一 定 程度 上 促进 了 数学 的 发 展 。 

【 例 1】 除 实际 需要 以 外 , 逆 运 算 ( 如 减法 、 除 法 等 ) 的 考虑 也 是 造成 数 系 不 断 扩 


@) 应 当 指 出 , 某 些 数学 家 其 至 把 “美学 的 考虑 ”" 置 于 高 于 一 切 的 地 位 。 例 如 ,数学 家 [. 斯 思 就 曾 指出 ,“ 在 
数学 定理 的 评价 中 ,审美 的 标准 既 重 于 逻辑 的 标准 ,也 重 于 实用 的 标准 ;美观 与 高 雅 对 数学 概念 的 评价 来 说 , 比 
是 否 严 格 正确 ,是 否 可 能 应 用 都 重要 得 多 。" 这 种 “美学 至 上 ”的 观点 是 错误 的 ,因为 ,数学 的 “审美 标准 ”与 “实践 
的 标准 ”事实 上 是 互相 联系 的 ;而 且 ,美学 的 考虑 之 所 以 有 意义 主要 也 就 因为 它 能 预示 相应 的 研究 是 否 会 “富有 
成 果 ”。 对 此 可 参见 下 面 的 分 析 。 
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展 (例如 ,由 正 数 到 有 理 数 、 整 数 到 分 数 等 ) 的 重要 原因 之 一 ,而 这 事实 上 就 是 对 于 
(运算 与 道 运算 的 ) 对 称 性 的 一 种 追求 。 

〖 例 2】 射影 几何 的 建立 在 一 定 意义 上 也 可 看 成 因 追 求 对 称 美 所 形成 的 一 种 
发 展 。 1 

众所周知 ,在 欧 氏 平面 几何 中 ,点 与 直线 的 位 置 并 不 是 完全 对 称 的 ,因为 ,过 两 
点 总 可 以 作 一 条 直线 , 而 任意 两 条 直线 则 未 必 一 定 有 交点 (如 果 它 们 互相 平行 的 
话 ) 。 为 了 解决 这 一 问题 ,法 国 数学 家 德 沙 格 提出 了 如 下 的 大 胆 设想 :“ 与 圆 相同 , 直 
线 也 是 一 种 封闭 图 形 ;在 每 条 直线 上 都 有 一 个 无 穷 远 点 , 它 就 是 直线 两 端的 连接 点 ， 
而 且 , 这 个 无 穷 远 点 也 是 互相 平行 的 直线 的 交点 。” 

正 是 在 上 述 假设 的 基础 上 , 德 沙 格 初步 发 展 了 射影 几何 理论 。 与 欧 氏 几何 相对 
照 ,射影 几何 的 一 个 重要 特点 就 是 点 与 直线 的 对 称 性 :由 于 引进 了 无 穷 远 点 ,在 射影 
几何 中 点 和 直线 的 地 位 就 是 完全 对 称 的 。 例 如 ,两 点 定 一 线 ,两 线 定 一 点 ;不 共 线 的 
三 个 点 惟一 地 确定 一 个 三 角形 ,不 共 点 的 三 条 直线 惟一 地 确定 一 个 三 角形 ; 等 等 。 
更 为 一 般 地 说 ,在 射影 几何 中 已 有 如 下 的 “对 偶 原理 ”; 在 涉及 平面 图 形 的 定理 中 ,如 
果 把 其 中 的 “点 ” 换 成 “直线 ”,“ 直 线 ” 换 成 “点 ”, 并 对 其 从 属 关系 作出 相应 的 变动 , 那 
么 ,由 此 所 得 出 的 新 命题 就 仍然 是 射影 几何 的 定理 。 例 如 ,由 著名 的 德 沙 格 定 
理 一 一 如 果 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 其 对 应 边 的 交点 共 线 ”一 出 发 ， 
利用 对 偶 原 理 就 可 得 出 如 下 的 “对 偶 定理 ”: 如 果 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 
其 对 应 顶点 的 连 线 共 点 。 由 于 对 偶 原 理 所 反 映 的 已 不 再 是 对 象 之 间 的 联系 ,而 是 定 
理 间 的 联系 (这 就 是 所 谓 的 “元 定理 ”, 参 见 第 4 章 第 二 节 ), 因 此, 它 的 重要 性 远 远 超 
出 了 一 般 的 定理 ;而 由 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ,这 一 原理 就 是 追求 对 称 美的 一 个 直接 
结果 。 

【 例 3】 我 们 还 可 以 从 对 称 美的 追求 这 一 角度 来 说 明 自 然 对 数 的 发 展 。 众 所 周 
知 , 在 高 等 数学 的 研究 中 ,人 们 经 常 采用 的 是 自然 对 数 ,也 即 是 以 e( 这 是 一 个 无 理 
数 , 它 的 近似 值 为 2. 718 2…) 为 底 的 对 数 ,而 不 是 以 10 为 底 的 (常用 ) 对 数 。 人 们 为 
什么 会 作出 这 样 的 选择 呢 ? 对 此 有 各 种 可 能 的 解释 ,其 中 之 一 就 是 出 于 对 称 性 的 
考虑 。 

我 们 知道 ,对 数 的 引进 对 于 简化 运算 有 很 大 的 好 处 。 例 如 ,借助 于 对 数 ,我 们 可 
以 将 乘除 运算 分 别 简 化 为 加 、 减 运算 。 对 数 运算 的 这 种 优越 性 事实 上 是 由 备 的 运 
算 性 质 所 决定 的 ,因为 ,所 谓 “ 求 对 数 ”( 例 如 求 log,N 二 5b) 无 非 就 是 将 一 个 数 表 示 成 
知 的 形式 ( 即 如 N= 二 a’)。 从 实际 计算 的 角度 看 ,以 10 作为 对 数 的 底 是 十 分 方便 的 ， 
因为 这 时 我 们 可 以 立即 求 得 任何 一 个 正 数 (例如 ,34 617 或 0.001 27) 的 对 数 的 首 数 
(4 及 一 3) 。 但 是 ,从 美学 的 角度 看 ,常用 对 数 却 不 是 十 分 理想 的 ,因为 ,第 一 , 真 数 N 
及 其 常用 对 数 lgN 的 增长 表现 出 明显 的 不 对 称 性 。 例 如 , 当 N 由 1 增 大 到 10 000 
时 ,常用 对 数 lgN 的 增长 却 只 有 (4 一 0 王 )4。 第 二 , 当真 数 均匀 地 增长 时 ,其 对 数 的 
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增长 却 是 不 均匀 的 。 例 如 


第 3 章 ”美的 追求 :数学 发 展 的 动力 之 一 


N AN( 增 长 数 ) bp 二 lgN( 近 似 值 ) Ap( 增 长 数 ) 
10 1 0.301 0 
20 1. 301 0 

0.1761 
30 1.477 1 
40 一 10 1.602 0 0.124 9 

一 -~ -| 

90 1.954 2 


为 了 克服 这 种 不 对 称 性 ,可 以 尝试 采用 较 小 的 底数 (为 了 讨论 的 方便 ,以 下 不 再 


采用 对 数 的 形式 ,而 改 用 寡 的 形式 ) 。 例 如 ,如 果 以 1. 1 为 底 , 就 有 


1.1 二 1,1.1==1.1,1.1=1.21,1. 3 二 1. 331,1.1: 二 1. 464 1,… 从 而 就 有 : 


bp( 指 数 ) | Ap N= 二 1. 1( 短 ) AN 
0 1 0.1 
1 1.1 
| 0.11 
2 一 1 1. 21 
一 一 一 一 0.1 
3 1. 331 21 
| 
4 1.464 1 0. 133 1 
省 
显然 ,和 以 10 为 底 的 情况 相 比 : 
p Ap N’=10 AN 
TT 
0 1 9 
1 10 
90 
2 100 
二 1 00 
3 1 000 9 
4 10 000 9 000 


现在 器 的 改变 (相对 于 指数 的 均匀 改变 而 言 ) 就 比较 均匀 了 。 


如 果 我 们 再 改 而 采取 以 1. 001 为 底 , 容 易 发 现 :这 时 相对 于 指数 的 均匀 变化 而 言 


室 的 变化 就 已 基本 上 是 均匀 的 了 。 即 ; 


2。 数学 方法 论 入 站 
0 AAAptyHhim MISE 


b Ap N 7 一 1.001 AN 

0 0 0. 001 

. 1.001 0. 001 001 

2 1. 002 001 _ 上 一 一 一 一 一 
六 一 ! 一 0.001 002 001 

3 1. 003 003 001 

4 1. 004 006 004 001 0. 001 003 003 001 


但 是 ,怎样 才能 改变 指数 的 增长 数 与 宪 的 增长 数 不 对 称 的 情况 呢 ? 就 底数 为 
1. 001 的 情况 来 说 ,由 于 指数 的 增长 数 依次 为 1, 而 寡 的 增长 数 则 近似 地 等 于 0. 001， 
因此 ,可 以 想到 ,如 果 改 用 (1. 001)!:? 为 底 , 所 说 的 不 对 称 性 就 可 在 很 大 程度 上 得 到 
克服 ,因为 这 时 有 ; (1.0017%)? 一 1.001 二 1; (1.0011%)%% 一 1.001 一 1.001; 
(1. 0011%0)0002 一 1. 0017 二 1. 002 001;… 从 而 就 有 : 


B Ap 和 一 (1.0011?0) AN” 
7 

0 1 

0. 001 1. 001 

0. 002 1. 002 001 

-一 一 一 一 人 > 一 0.001 > 0.001 
0. 003 1, 003 003 001 
0. 004 “ 1. 004 006 004 001 


进而 ,如 果 我 们 依次 采取 以 下 的 数 为 底 : 
1. le ,1.01% ,1.0011% ,1.,000 1%% ,..., 


原来 的 不 对 称 的 情况 就 将 不 断 得 到 改进 ,而 如 果 以 上 述 序列 { (1 十 元) } 的 极限 为 


底 , 则 就 可 以 达到 完全 的 对 称 。 事 实 上 ,lim (1 二 二】 就 是 e。 从 而 ,对 于 对 称 美的 追 


求 就 十 分 自然 地 导致 了 自然 对 数 的 引进 (也 正 因 如 此 ,我 们 才 把 以 e 为 底 的 对 数 称 为 
“自然 对 数 ”) 。 

最 后 ,应 当 指明 的 是 , 随 着 数学 的 发 展 ,对称 性 的 概念 也 得 到 了 不 断 的 扩展 (对 
此 ,著名 数学 家 外 尔 在 其 名 著 《 对 称 性 ?中 曾 详细 地 了 予以 论述 ) 。 在 此 我 们 仅 限 于 指 
明 这 样 一 点 , 即 可 以 将 “匀称 性 ?看 成 “对 称 性 ?这 一 概念 的 自然 发 展 , 因为 前 者 无 非 
是 将 考察 的 范围 扩大 到 了 对 象 的 各 个 (未 必 是 两 个 ) 组 成 部 分 。 例 如 ,在 谈 到 人 体 美 
时 ,人 们 所 考虑 的 往往 不 只 是 人 体 左右 两 侧 的 “对 称 美 ”, 而 且 是 身体 各 个 部 分 的 “ 勾 
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匀称 性 的 考虑 对 于 数学 发 展 也 有 一 定 的 促进 作用 。 例 如 ,线段 的 黄金 分 割 很 早 
就 引起 了 人 们 的 注意 ,而 这 主要 地 就 是 因为 由 此 而 构成 的 长 方形 给 人 以 “匀称 美 ”的 
感觉 ;然而 ,数学 的 发 展 已 经 证 明 , 黄 金 分 割 以 及 相关 的 研究 有 着 重要 的 数学 意义 。 


例如 ,黄金 分 割 数 ( 业 二 =:0. 618) 在 优选 法 中 就 起 到 了 一 个 关键 的 作用 。 另 外 , 数 


学 家 们 之 所 以 十 分 重视 定理 的 条 件 与 结论 之 间 逻 辑 关系 的 分 析 , 并 总 是 希望 能 找到 
相应 的 充分 必要 条 件 ( 这 种 研究 的 数学 意义 是 十 分 明显 的 ) ,事实 上 也 就 是 对 于 “和 匀 
称 美 ”的 追求 ,因为 ,所 谓 “ 充 分 必要 ”, 无 非 就 是 指 “ 不 多 不 少 ,恰到好处 ”。 

简单 性 ”与 对 称 性 相同 ,简单 性 也 是 数学 美的 一 个 基本 内 容 。 例 如 ,在 日 常 的 
数学 活动 中 ,经 常 可 以 听 到 这 样 的 谈论 “这 个 证 明 很 美 .” 而 所 说 的 “ 美 ? 则 就 往往 包 
括 了 简单 性 的 含义 。 对 此 狄 德 罗 也 曾 指 出 :“ 数 学 中 所 谓 美的 问题 是 指 一 个 难于 解 
决 的 问题 ,所 谓 美的 解答 则 是 指 一 个 困难 .复杂 问题 的 简单 回答 。” 一 般 地 说 ,数学 家 
们 常常 就 以 简单 性 作为 自己 追求 的 目标 。 如 冯 ，。 诺 依 曼 就 曾 指 出 :“ 人 们 要 求 一 个 
数学 定理 或 数学 理论 ,不 仅 能 用 简单 和 优美 的 方法 对 大 量 的 先天 彼此 毫 无 联系 的 个 
别 情况 加 以 描述 ,并 进行 分 类 ,而 且 也 期 望 它 在 ' 建 筑 ' 结 构 上 “优美 ;。 在 陈述 这 个 
问题 时 平易 轻松 ,然后 在 解决 它 和 探讨 它 的 所 有 尝试 中 直到 巨大 困难 ,然后 再 出 现 
某 种 非常 惊人 的 转折 ,使 探讨 或 一 部 分 探讨 一 下 子 容 易 起 来 ,等 等 。 同 样 ,如 果 推 演 
是 宛 长 或 复杂 的 话 ,那么 就 应 该 包含 某 种 简单 的 一 般 原 理 。 用 以 “说 明 * 各 种 复杂 和 
曲折 的 情况 ,把 明显 的 武断 化 为 少数 几 条 简单 的 指导 性 的 推动 因素 ,等 等 .” 

在 一 般 的 自然 科学 中 可 以 看 到 同样 的 明显 倾向 。 例 如 , 罗 森 在 评价 爱 因 斯 坦 时 
就 曾 指出 :在 构造 一 个 理论 时 , 他 采取 的 方法 与 艺术 家 所 用 的 方法 具有 某 种 共同 
性 ;他 的 目的 在 于 求 得 简单 性 和 美 ， 而 对 他 来 说 , 美 在 本 质 上 终究 是 简单 性 。” 

另外 ,自然 科学 家 们 所 说 的 简单 性 又 常常 是 指 理论 能 否 借助 于 一 个 简单 的 数学 
公式 得 到 表述 。 如 海 森 堡 就 曾 指出 :“ 如 果 自 然 给 我 们 显示 了 一 个 非常 简单 和 美丽 
的 数学 形式 一 一 说 到 形式 ,我 是 指 假说 .公理 等 统一 体系 一 一 显示 了 任何 人 都 不 曾 
遇 到 过 的 形式 ,那么 我 不 得 不 相信 它 是 ' 真 的 , 它 揭示 了 自然 界 的 奥妙 。…… 你 必 
然 也 想 ;自然 突然 展现 在 我 们 面前 ,而 我 们 中 的 任何 人 都 对 此 毫 无 准备 的 各 种 关系 
的 最 令 人 震惊 的 简单 和 完备 。” 

对 于 简单 美的 追求 也 曾 在 一 定 程度 上 促进 了 数学 的 发 展 。 例 如 ,对 数 计算 法 的 
创立 显然 就 是 这 方面 的 一 个 典型 例子 。 事 实 上 ,不 仅 对 数 计算 法 是 这 样 ,就 是 乘法 、 
震 等 概念 的 产生 也 可 看 成 追求 简单 性 的 直接 产物 。 例 如 , 正 是 为 了 避免 重复 的 加 法 
运算 ,人 们 才 引 进 了 乘法 ,如 4 十 4 十 … 十 4 一 7X4。 


7 个 4 
而 老 的 引进 则 是 为 了 避免 重复 的 乘法 运算 ,如 4X4X…X4=47。 
7 个 4 
另外 ,化 归 法 之 所 以 在 数学 研究 中 有 着 广泛 的 应 用 , 主要 原因 就 在 于 它 能 使 解 
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决 问题 的 过 程 得 到 较 大 的 简化 。 

应 当 注 意 的 是 ,数学 中 所 说 的 简单 性 并 不 只 是 指 ( 计 算 、 证 明 ) 方 法 的 简单 性 ,而 
且 也 包括 了 逻辑 方面 的 考虑 , 即 要 求 数学 理论 在 逻辑 结构 方面 也 应 是 简单 的 。 例 
如 ,由 于 数学 理论 是 逻辑 地 展开 的 ,因此 ,出 于 简单 性 的 考虑 ,数学 家 们 就 提出 了 公 
理 的 独立 性 问题 , 即 认 为 如 果 一 个 公理 能 由 其 他 公理 推导 而 出 ,这 一 公理 在 逻辑 上 
就 是 不 必要 的 。 另 外 ,就 每 一 条 公理 而 言 ,数学 家 们 则 又 认为 它们 应 是 简单 的 .自明 
的 ,而 不 应 是 复杂 的 、 难 以 捉摸 的 。 这 样 , (逻辑 ) 简 单 性 的 考虑 就 直接 促进 了 数学 的 
发 展 。 例 如 ,正如 第 1 章 中 所 指出 的 , 正 是 由 于 对 于 欧 氏 平行 公理 “ 非 自明 性 ”的 不 满 
以 及 由 此 而 导致 的 关于 平行 公理 独立 性 的 研究 , 才 最 终 促 成 了 非 欧 几何 的 建立 ,而 
后 者 则 正 是 数学 现代 发 展 的 实际 起 点 之 一 。 

在 现代 关于 公理 系统 的 研究 中 ,除去 上 述 关于 公理 独立 性 与 自明 性 的 考虑 以 
外 ,数学 家 们 还 对 理论 中 所 包含 的 概念 结构 进行 了 分 析 。 不 难看 出 ,在 严格 的 公理 
化 开展 中 ,在 概念 与 命题 之 间 存 在 着 一 定 的 对 应 关系 : 


会 蝇 原始 概念 
(不 加 证 明 而 采用 的 命题 ) | (未 加 定义 而 采用 的 概念 
演绎 定义 
定 理 | 派生 的 概念 | 


从 而 ,基于 同样 的 考虑 (这 可 以 看 成 “对 称 性 原则 ”的 自觉 运用 ) ,数学 家 们 也 提 
出 了 原始 概念 应 是 简单 的 (就 单独 的 一 个 概念 而 言 ) 和 独立 的 (就 各 个 原始 概念 的 相 
互 关系 而 言 ) 的 要 求 。 

显然 ,按照 上 述 标准 建立 的 公理 系统 在 逻辑 上 就 是 十 分 简单 的 了 。 例 如 ,著名 
的 皮 亚 诺 算术 公理 系统 就 只 用 到 了 三 个 原始 概念 与 五 条 公理 (除去 通用 的 逻辑 概念 
及 逮 辑 法 则 以 外 ) 。 它 们 分 别 是 ; 

原始 概念 “自然 数 ”,“1”,“ 后 继 ( 数 )”; 

公理 一 :1 是 一 个 自然 数 。 

公理 二 :任何 一 个 自然 数 的 后 继 也 是 自然 数 。 

公理 三 :没有 两 个 自然 数 有 相同 的 后 继 。 

公理 四 :1 不 是 任何 自然 数 的 后 继 。 

公理 五 ; 若 一 个 由 自然 数组 成 的 集合 S 含 有 1, 且 当 S 含有 任 一 自然 数 时 ,也 一 
定 含有 它 的 后 继 , 则 S 就 合 有 全 部 自然 数 。 

皮 亚 诺 的 这 一 工作 正 是 现代 数学 基础 研究 的 一 个 实际 起 点 。 

还 应 指出 的 是 ,对 于 简单 美的 追求 事实 上 已 渗透 到 了 数学 研究 的 各 个 方面 。 例 
如 ,人 们 提出 ,数学 问题 的 表述 也 应 是 简单 的 。 如 着 尔 伯 特 就 曾 转 引 一 位 法 国 数 学 
家 的 话 ,“ 要 使 一 种 数学 理论 变 得 这 样 清晰 ,以 致 你 能 向 在 大 街 上 遇 到 的 第 一 个 人 解 
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释 它 。 在 此 以 前 ,这 一 数学 理论 不 能 被 认为 是 完善 的 .” 希 尔 伯 特 又 指出 :“ 这 里 对 数 
学 理论 所 坚持 的 清晰 性 和 易 懂 性 ,我 想 更 应 以 之 作为 对 一 个 堪 称 完善 的 数学 问题 的 
要 求 .” 希 尔 伯 特 还 曾 对 “简单 性 ”与 “严格 性 ”的 关系 进行 了 分 析 。 他 说 :“ 把 证 明 的 
严格 化 与 简单 化 绝对 对 立 起 来 是 错误 的 。 相 反 , 我 们 可 以 通过 大 量 例子 来 证 实 : 严 
格 的 方法 同时 也 是 比较 简单 、 比 较 容易 理解 的 方法 。 正 是 追求 严格 化 的 努力 驱使 我 
们 去 寻求 比较 简单 的 推理 方法 .另外 ,在 几何 作 图 中 ,人 们 也 坚持 了 只 能 用 较 简单 
的 作 图 工具 ( 即 圆规 与 直 尺 ) 的 要 求 。 数 学 的 历史 发 展 已 经 证 明 , 这 种 关于 几何 作 图 
简单 性 的 要 求 并 没有 限制 数学 的 发 展 ,恰恰 相 反 , 它 极 大 地 促进 了 数学 的 发 展 。 狂 
如 优秀 的 诗词 能 用 最 少 的 词语 表现 最 深远 的 意境 一 样 , 数 学 的 简单 性 .特别 是 逻辑 
简单 性 ,常常 与 深远 性 相 联 系 。 正 如 希 尔 伯 特 所 指出 的 “数学 中 每 一 步 真正 的 进展 
都 与 更 有 力 的 工具 和 更 简单 的 方法 的 发 现 密切 联系 着 ,这 些 工 具 和 方法 同时 会 有 助 
于 理解 已 有 的 理论 并 把 陈旧 的 ,复杂 的 东西 抛 到 一 边 。 数 学 科学 发 展 的 这 种 特点 是 
根深 带 固 的 。” 

为 了 更 清楚 地 说 明 这 种 由 于 简单 性 而 导致 的 “真正 的 进展 ”, 还 可 以 二 进位 数 制 
的 建立 为 例 来 进行 分 析 。 

【 例 4】 二 进位 数 制 渊源 已 久 。 例 如 ,在 我 国 古代 就 可 以 找到 这 种 数 制 的 早期 
萌芽。 作为 一 种 系统 的 研究 ,德国 哲学 家 、 数 学 家 菜 布 尼 茨 最 早 认识 到 了 建立 这 样 
一 种 数 制 的 可 能 性 ; 击 他 之 所 以 产生 这 种 想法 ,很 可 能 就 是 由 于 ( 钦 辑 ) 简 单 性 的 考 
虑 :在 二 进位 数 制 中 ,我 们 只 需 使 用 0 和 1 这 样 两 个 数字 就 可 表示 出 所 有 各 个 数 
其 例如 ,在 二 进位 数 制 中 ,普通 十 进位 数 制 中 的 数 1,2,3,… ,10,11,12,13 等 就 
可 分 别 表示 为 : 

人 进位 数 制 二 进位 数 制 
1 1 
2 10 
3 11 
4 
5 


100 
101 


11 1 011 
12 1 100 
13 1 101 


在 莱 布 尼 欧 以 后 的 很 长 时 期 内 ,二 进位 数 制 并 未 真正 引起 数学 家 们 的 重视 (在 


@ 莱 布 尼 蒋 对 此 感到 十 分 心满意足 。 他 推断 说 ;1 表示 统一 ,很 明显 是 上 帝 的 标记 ,而 0 则 表示 无 ,在 上 
帝 的 身边 ,处 于 万 物 的 开端 。 因 此 ,如 果 只 用 0 和 1 就 可 以 把 所 有 的 数字 都 表示 出 来 , 那 无 疑 是 说 ,上 帝 从 虚无 
中 创造 了 宇宙 。 
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实际 应 用 中 ,也 没有 哪 一 个 会 计 愿 意 用 1 011 011 001 来 代替 729) ;但 是 ,后 来 的 发 
展 却 证 明了 这 种 记 数 法 对 于 电子 计算 机 是 十 分 合适 的 ,因为 ,在 计算 机 中 可 以 很 方 
便 地 用 一 个 特定 按钮 的 “ 开 ” 和 “ 关 ”( 相 应 于 电路 的 “ 通 ” 和 “ 断 ”) 来 分 别 对 应 数字 “1” 
和 “0”; 进 而 ,又 只 须 适 当 增 加 按钮 (电路 ) 的 数量 ,我 们 就 可 用 按钮 的 组 合 来 表示 任 
何 一 个 二 进 制 数 。 例 如 有 十 个 按钮 ,数字 1 023 就 可 表示 为 : 开 开 开 开 开 开 开 开 开 
开 ; 而 729 则 可 表示 为 :开关 开 开关 开 开 关 关 开 ; 等 等 。 这 样 , 一 个 最 初 纯粹 是 由 于 美 
学 上 的 考虑 (逻辑 简单 性 ) 而 导致 的 结果 最 终 就 被 证 明 具 有 重大 的 现实 意义 , 即 是 一 
个 “真正 的 进展 ”。 

统一 性 ”所 谓 统一 性 ,是 指 部 分 与 部 分 、 部 分 与 整体 之 闻 的 和 谐 一 致 。 显 然 ,在 
这 样 的 理解 下 ,匀称 性 的 概念 就 从 属于 统一 性 ;另外 ,就 统一 性 的 概念 在 数学 中 的 应 
用 而 言 , 则 还 经 常 包含 有 “不 变性 ”的 意义 ,也 即 是 指 在 不 同 对 象 或 同一 对 象 的 不 同 
组 成 部 分 之 间 所 存在 的 共同 规律 。 

即使 在 初等 数学 中 也 可 以 找到 很 多 体现 数学 统一 性 的 例子 。 例 如 ,在 体积 计算 
中 就 有 所 谓 的 “万 能 计算 公式 ” 它 能 统一 地 被 应 用 于 校 ( 圆 ) 柱 、 棱 ( 圆 ) 锥 及 棱 ( 圆 ) 
台 的 体积 计算 : 


V= 寺 AMCS+S' 十 VSS )( 其 中 为 相应 几何 体 的 高 ,S 和 S' 则 分 别 为 其 上 、 下 底 


面 的 面积 ) 。 
另外 ,在 三 角 函 数 式 的 恒 等 变 形 中 又 有 所 谓 的 “万 能 置换 公式 ”， 
sinz 一 Ti cosz 一 二 把 ， 
tanz— 3 (其 中 v 一 tan 学 )。 


正如 第 一 章 中 所 已 指出 的 , 利用 这 一 公式 我 们 就 可 将 各 种 三 角 函 数 的 有 理 式 
Rsinz,cosz) 统 一 地 转化 成 tan 子 的 有 理 式 。 


高 等 数学 中 更 充满 了 显示 数学 统一 性 的 例子 。 例 如 ,在 看 到 台 劳 公式 时 ,我 们 就 
会 深切 地 感受 到 数学 的 统一 性 ;各 种 彼此 完全 不 同 的 函数 (只 要 它们 在 某 一 包含 z 在 
内 的 开 区 间 (a,6) 内 具有 直到 十 1 阶 的 导数 ) 居 然 都 能 表示 成 如 下 的 “统一 形式 ”， 


7 Cn) 
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二 (一 ww)" (其 中 c 是 x 和 xzo 之 间 的 某 个 值 )。 
在 数学 的 发 展 历 史 中 , 对 于 统一 性 的 追求 也 曾 极 大 地 促进 了 数学 的 发 展 。 例 
如 ,公理 化 方法 事实 上 就 体现 了 部 分 与 整体 间 的 和 谐 统 一 :在 公理 系统 中 ,原先 是 零 
乱 的 、 互 不 联系 的 各 个 命题 被 组 织 成 了 一 个 有 机 的 整体 .另外 ,由 指数 概念 的 推广 
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; i 本 = 1 EE 由 人 1h 
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( 正 整 数 指数 一 零 指数 ~ 负 整数 指数 一 分 数 指数 ~……) 我 们 也 可 清楚 地 看 出 统一 
性 的 考虑 在 数学 发 展 中 的 作用 。 

【 例 5】 例如 , 正 是 为 了 保持 指数 运算 法 则 的 普遍 有 效 性 ,我 们 才 作 出 了 如 下 的 
规定 : 

4 一 1 (a 了 0);a" 一 襄 (a 天 0,m 为 正 整数 ), 因 为 只 有 这 样 ,才能 保证 以 下 法 则 


的 成 立 : 


3 3 
a 3 a -6 -3 1 
j= 一 qd 一 ] ;一 4 一 qa 一方。 
a a 


一 般 地 说 ,这 种 保持 运算 法 则 普遍 有 效 性 ( 即 统一 性 ) 的 考虑 在 数 系 的 不 断 扩充 
中 曾 发 挥 了 十 分 重要 的 作用 。 例 如 ,在 很 长 的 时 期 内 ,数学 家 们 始终 确信 这 样 一 种 
观点 :不 管 数 系 怎样 扩展 ,所 得 出 的 新 数 都 仍 将 服从 自然 数 的 运算 法 则 (如 加 法 、 乘 
法 的 结合 律 ,交换 律 等 )。 如 英国 数学 家 格 里 哥 里 曾 指出 :“ 我 用 以 考虑 符号 代数 的 
见解 是 , 它 是 处 理 运 算 的 组 合 的 科学 ,这 些 运算 不 是 由 它们 的 性 质 确定 的 , 即 不 是 由 
它们 是 什么 或 它们 做 什么 来 确定 的 ,而 是 由 它们 所 服从 的 组 合 的 法 则 来 确定 的 …… 
这 些 法 则 在 很 多 情况 下 已 由 数 的 许多 已 知 运算 法 则 提出 来 了 。” 由 代数 的 有 关 知 识 
可 以 知道 ,这 种 观点 在 数学 的 历史 发 展 中 曾 起 到 过 一 定 的 积极 作用 。 

【 例 6】 我 们 还 可 以 德国 数学 家 F. 克 莱 因 的 几何 研究 为 例 来 说 明 统一 性 的 追 
求 对 于 数学 发 展 的 重要 意义 。 

F. 克 莱 因 的 几何 观 以 “ 爱 尔 朗 根 纲要 ”闻名 于 世 , 这 是 F. 克 莱 因 1872 年 在 爱 尔 
朗 根 大 学 的 一 次 讲演 中 提出 的 。 在 这 一 讲演 中 ,上 . 克 莱 因 明确 地 宣布 说 ;“ 几 何 学 尽 
管 本 质 上 是 一 个 整体 ,可 是 ,由 于 最 近期 间 所 取得 的 飞速 发 展 , 却 被 分 割 成 为 许多 几 
乎 互 不 相干 的 分 科 , 其 中 每 一 个 分 科 几 乎 都 是 独立 地 继续 发 展 着 ,于 是 ,公开 发 表 旨 
在 建立 几何 学 的 这 样 一 种 内 在 联系 的 各 种 考虑 ,就 显得 更 加 必要 了 。” 具 体 地 说 ， 
F. 克 莱 因 提出 了 如 下 的 关于 几何 的 新 观点 :各 种 几何 ( 欧 氏 几 何 、 仿 射 几 何 、. 射 影 几 
何等 ) 都 是 由 变换 群 所 决定 的 ,并 且 各 种 几何 所 研究 的 就 是 相应 的 变换 群 之 下 的 不 
变量 。 例 如 , 欧 氏 几 何 所 研究 的 就 是 刚体 变换 群 一 一 平移 .旋转 、 反 射 下 的 不 变量 ; 
射影 几何 研究 的 是 射影 变换 群 下 的 不 变量 ;等 等 .” 这 样 ,原先 被 分 割 开 来 的 几何 学 
在 群 的 观念 下 就 重新 被 统一 起 来 了 。F. 克 莱 因 的 这 一 工作 在 数学 史上 得 到 了 很 高 
的 评价 。 如 M. 克 莱 因 就 曾 评价 道 ; “虽然 F. 克 莱 因 的 几何 观点 不 能 证 明 无 所 不 包 ， 
但 它 确实 能 给 大 部 分 的 几何 提供 一 个 系统 的 分 类 方法 ,并 提示 很 多 可 供 研究 的 问 
题 。 他 的 几何 "定义 ?指引 了 几何 思想 约 有 50 年 之 久 。” 

就 统一 性 的 追求 而 言 ,我 们 还 应 着 重 提 及 现代 关于 数学 基础 问题 的 研究 以 及 法 
国 布尔 巴 基 学 派 的 工作 。 

所 谓 数学 基础 研究 ,笼统 地 说 ,就 是 要 为 已 有 的 数学 理论 奠定 一 个 可 靠 的 基础 。 
数学 基础 的 研究 与 追求 统一 性 的 努力 是 直接 相 联系 的 。 例 如 ,现代 数学 基础 研究 最 
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为 重要 的 成 果 之 一 ,就 是 证 明了 绝 大 部 分 已 有 的 数学 理论 都 可 以 集合 理论 为 基础 得 
到 建立 。 这 也 就 是 说 ,大 部 分 数学 概念 都 可 以 借助 集合 论 的 概念 得 到 定义 ,数学 定 
理 则 可 由 集合 论 的 公理 出 发 得 到 证 明 。 也 正 因 如 此 ,集合 论 的 观点 在 现代 数学 的 研 
究 中 就 占据 了 特别 重要 的 地 位 。 正 如 亚历山大 洛 夫 所 说 :“ 和 集合 论 观点 的 统治 也 是 
现代 数学 的 特点 ." 显 然 ,这 事实 上 也 就 十 分 清楚 地 表明 了 数学 的 统一 性 .? 

男 外 ,布尔 巴 基 学 派 则 是 20 世纪 30 年 代 在 法 国 形成 的 一 个 数学 学 派 (布尔 巴 基 
并 无 其 人 ,而 是 这 一 学 派 的 成 员 著 书 立 说 时 所 共同 采用 的 一 个 笔名 )。 基 于 对 于 数 
学 统一 性 的 确信 ,布尔 巴 基 学 派 在 数学 领域 内 进行 了 开拓 性 的 研究 。 他 们 首先 提出 
了 (数学 ) 结 构 的 概念 :这 是 指 这 样 的 对 象 集合 ,这 些 对 象 并 没有 预先 指定 的 特征 ,我 
们 所 注意 的 仅 是 它们 之 间 的 关系 ,如 运算 关系 等 ,并 认为 数学 就 是 关于 结构 的 科学 ， 
即 其 中 所 研究 的 就 是 抽象 的 结构 , 而 不 关心 所 涉及 的 对 象 究竟 是 什么 。 其 次 , 布尔 
巴 基 学 派 又 力图 以 结构 的 观点 来 揭示 数学 的 统一 性 :通过 对 于 各 种 数学 理论 的 具体 
分 析 ,他们 指出 ,数学 中 的 各 种 结构 事实 上 组 成 了 一 个 完整 的 “谱系 ”, 其 中 , 代数 结 
构 .拓扑 结构 与 序 结构 是 三 种 最 基本 的 结构 (他 们 称 为 “ 母 结构 ”) ,其 他 的 数学 结构 
(他 们 称 为 “分 支 结 构 ”) 则 是 由 这 些 基 本 结构 经 过 多 次 的 交叉 、 伙 合 所 生成 的 。 例 
如 ,实数 域 就 是 一 个 完备 的 阿 基 米 德 全 序 域 ,也 即 是 由 代数 结构 ( 域 )、 序 结构 (全 
序 ) .拓扑 结构 (完备 性 结构 交叉 而 成 的 。 显 然 ,按照 这 样 的 分 析 , 整 个 数学 就 不 再 
是 各 种 互 不 相关 的 理论 的 简单 混合 ,而 是 形成 了 一 个 有 机 的 整体 。 

布尔 巴 基 学 派 的 工作 对 于 数学 的 现代 发 展 有 很 大 的 影响 ,从 而 也 就 更 清楚 地 表 
明了 追求 统一 性 的 意义 。 

一 般 地 说 ,大 部 分 数学 家 确信 :数学 的 发 展 将 日 益 证 明 数 学 的 统一 性 。 如 希 尔 
- 伯 特 就 曾 这 样 写 道 ,今日 的 数学 科学 是 何等 丰富 多 彩 ,何等 范围 广阔 ! 我 们 面临 着 
这 样 的 问题 ,数学 会 不 会 遭 到 像 其 他 有 些 学 科 那 样 的 厄运 ,被 分 割 成 许多 孤立 的 分 
支 , 它 们 的 代表 人 物 很 难 相互 理解 ,它们 的 关系 变 得 更 松懈 了 ? 我 不 相信 会 有 这 样 
的 情况 ,也 不 希望 有 这 样 的 情况 。 我 认为 ,数学 科学 是 一 个 不 可 分 割 的 有 机 整体 , 它 
的 生命 力 在 于 各 个 部 分 之 间 的 联系 。 尽 管 数 学 知识 千差万别 ,我 们 仍然 清楚 地 意识 
到 :在 作为 整体 的 数学 中 ,使 用 着 相同 的 逻辑 工具 ,存在 着 概念 的 亲缘 关系 ,同时 ,在 
它 的 不 同 部 分 之 间 , 也 有 大 量 相 似 之 处 。 我 们 还 注意 到 ,数学 理论 越 是 向 前 发 展 , 它 
的 结构 就 变 得 越 加 调和 一 致 ,并 且 ,这 门 科学 一 向 相互 隔绝 的 分 支 之 间 也 会 显露 出 
原先 意 想不到 的 关系 。 因 此 , 随 着 数学 的 发 展 , 它 的 有 机 的 特性 不 会 丧失 , 只 会 更 清 
楚 地 呈现 出 来 。” 

另外 ,布尔 巴 基 学 派 的 重要 成 员 之 一 让 。 迪 多 内 也 曾 指出 ; “人们 经 常 给 自己 提 


”20 世纪 60 年 代 ,西方 一 些 国家 兴起 了 名 为 “新 数 运动 ”的 数学 教育 改革 运动 ,而 它 的 一 个 主要 目标 就 
是 要 将 集合 论 的 思想 渗透 到 中 学 ,甚至 小 学 的 数学 教材 中 。 由 此 我 们 也 就 可 以 看 出 集合 的 观点 在 现代 数学 教 
学 中 所 占据 的 重要 地 位 。 
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第 3 章 。 美的 追求 ,教学 发 展 的 动力 之 一 


出 这 样 的 问题 ,数学 的 蓬勃 发 展会 不 会 窒息 它 未 来 的 进步 :事实 上 不 可 能 有 包括 数 
量 如 此 之 多 、 概 念 和 成 果 如 此 之 丰富 的 理论 ,因而 导致 了 极端 的 专业 化 和 理论 之 间 
更 严重 的 隔离 ,最 终 由 于 缺乏 有 生命 力 的 新 思想 而 使 它们 训 败 下 去 。 我 们 确实 知 
道 ,有 理论 枯竭 这 种 例子 ,然而 幸运 的 是 ,我 们 已 多 次 重复 过 ,在 数学 中 存在 着 减少 
这 种 危险 的 强大 而 统一 的 趋势 。” 

综 上 所 述 ,追求 统一 性 就 是 一 种 具有 重大 数学 意义 的 工作 。 

奇异 性 ”数学 美的 另 一 基本 内 容 是 奇异 性 。 例 如 , 弗 兰 西 斯 .培根 就 曾 说 过 ， 
“没有 一 个 极 美的 东西 不 是 在 调和 中 有 着 某 些 奇异 1” 

一 般 地 说 ,奇异 性 包含 有 新 颖 性 的 含义 ;另外 ,就 这 一 概念 在 数学 中 的 应 用 而 
言 , 则 还 常常 包含 有 “出 乎 意料 ”的 含义 ,这 也 就 是 说 , 那 种 被 称 为 奇异 的 东西 (如 结 
论 等 ), 所 引起 的 不 只 是 赞叹 ,而 且 是 惊 情 和 诺 异 ,因为 , 它 是 如 此 地 出 平常 识 或 预料 。 

在 数学 的 研究 中 ,奇异 性 结果 的 获得 往往 会 使 数学 家 受到 很 大 的 震动 。 例 如 ， 
古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 就 曾 信奉 这 样 一 种 学 说 , 即 是 认为 任何 数量 都 可 以 表示 成 
整数 或 整数 的 比 , 他 们 并 因此 而 提出 了 如 下 的 唯心 主义 宇宙 观 :宇宙 的 本 质 在 于 数 
的 和 谐 性 , 即 认为 世上 的 一 切 事 物 和 现象 都 可 以 .也 只 能 借助 于 数 的 和 谐 性 得 到 解 
释 。 而 也 正 因为 此 ,在 这 一 学 派 的 成 员 看 来 ,关于 V3 的 无 理性 (更 为 准确 地 说 , 即 是 
正方 形 的 对 角 线 与 其 边 长 的 不 可 公 度 性 ) 的 证 明 就 是 一 个 奇异 的 结果 ,他 们 并 因此 
而 受到 了 极 大 的 震动 。 

(V5 的 无 理性 可 以 用 反 证 法 简单 地 证 明 如 下 , 设 /2 一 生 (p,4 互 质 ), 则 有 ?= 和， 
即 产 一 2 到, 从 而 户 必 为 偶数 。 设 2 一 2mz, 代 人 上 式 可 得 ;(2p0)2 一 202， 即 2m? 二 gy?， 
由 此 可 知 g 也 必 为 偶数 。 但 这 与 p,q 互 质 的 假设 矛盾 。 故 VZ 不 可 能 表示 成 整数 的 
比 ,也 即 不 可 能 是 有 理 数 。 

一 般 地 说 ,上 述 发 现 不 仅 使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 陷 人 了 困境 ,而 且 也 对 十 希腊 及 其 
以 后 很 长 时 期 内 的 数学 发 展 产生 了 很 大 影响 。 对 此 ,著名 数学 史家 M. 克 莱 因 曾经 
指出 :“ 这 种 后 果 之 一 是 它 硬 把 数 同 几 何 截 然 分 开 ,因为 只 有 几何 能 处 理 不 可 公 度 
比 。 它 也 把 数学 家 赶 到 几何 学 家 的 队伍 里 去 .” 他 又 说 道 ,“ 如 果 希 腊 人 能 正视 无 理 
数 ,他 们 也 许 能 使 算术 和 代数 推进 一 步 ;而 且 即 使 他 们 自己 没有 能 这 样 做 ,他 们 也 不 
至 于 阻碍 后 代 在 算术 和 代数 方面 取得 进展 ,…… 希 腊 人 之 专注 于 几何 迷惑 了 后 世 好 
几 代 人 的 视界 。” 

当然 ,就 数学 发 展 的 全 部 历史 而 言 ,奇异 性 结果 所 造成 的 并 不 总 是 消极 的 影响 ; 
恰恰 相反 ,它们 之 中 往往 也 孕育 着 新 的 巨大 发 展 的 可 能 性 。 对 此 可 以 举 一 些 典型 的 
例子 加 以 说 明 。 

【 例 7】 在 当时 的 大 部 分 数学 家 看 来 ,挪威 数学 家 阿 贝尔 关于 “五 次 及 五 次 以 上 
的 方程 不 可 能 有 一 般 形式 的 根 式 解 ”的 结论 无 疑 是 一 个 令 人 难以 置信 的 结果 。 因 
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为 ,尽管 人 们 始终 未 能 找到 这 样 的 求解 公式 ,但 大 部 分 数学 家 仍然 认为 这 种 公式 是 
存在 的 ,而 且 , 总 有 一 天 将 为 人 们 所 发 现 ;然而 , 阿 贝 尔 却 证 明了 这 种 公式 是 根本 不 
存在 的 。 但 是 ,这 一 奇异 的 结论 并 没有 使 代数 学 的 发 展 陷 人 绝境 ;恰恰 相反 ,数学 家 
们 因此 而 开始 了 新 的 研究 。 例 如 ,他 们 集中 研究 了 代数 方程 何 时 存在 有 根 式 解 的 问 
题 , 而 又 正 是 通过 这 种 研究 , 伽 罗 华 创立 了 群 论 , 从 而 使 代数 学 的 研究 进入 了 一 个 新 
的 时 代 , 即 是 从 局 部 性 的 研究 转向 系统 结构 的 整体 性 分 析 。 从 而 ,这 就 像 是 关于 火 
凤凰 的 那个 传说 : 它 并 没有 在 烈火 中 化 为 灰 烛 ,而 是 在 火焰 中 获得 了 新 生 , 变 得 更 加 
光彩 夺目 ,充满 生机 。 

奇异 性 结果 会 对 数学 发 展 产生 这 样 的 影响 事实 上 不 足 为 奇 ,因为 ,奇异 性 结果 
的 获得 在 一 定 程度 上 就 意味 着 旧 的 观念 (如 “任何 代数 方程 都 必然 存在 根 式 解 ”的 观 
念 ) 的 骨 溃 。 因 此 ,只 要 敢于 面 对 现 实 , 善 于 分 析 研 究 , 人 们 的 认识 就 可 能 因此 而 产 
生 新 的 飞 唉 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ,还 可 以 以 非 欧 几何 为 例 来 进行 分 析 。 

【 例 8〗 在 具有 传统 观念 的 人 们 看 来 , 非 欧 几何 (例如 罗氏 几何 ) 肯 定 也 是 一 个 
奇异 的 理论 ,因为 它 与 直观 实在 是 太 不 符合 了 。 也 正 因 如 此 ,尽管 高 斯 在 罗 巴 切 夫 
斯 基 之 前 已 经 发 展 起 了 非 网 几何 的 理论 ,但 直至 临终 他 都 没有 公开 发 表 自己 在 这 一 
方面 的 研究 成 果 , 因为 他 怕 因 此 而 引起 “* 比 俄 喜人 ”( 高 斯 在 此 借 喻 十 希腊 的 恩 笨 部 
族 来 影射 世俗 的 人 ) 的 叫喊 。 但 是 ,正如 前 面 所 已 指出 的 , 非 欧 几何 的 建立 是 现代 数 
学 发 展 的 实际 起 点 之 一 ,而 这 主要 又 是 因为 它 打破 了 “ 欧 氏 几何 是 惟一 可 能 的 几何 
理论 ”这 一 传统 观念 ,从 而 就 为 几何 ,乃至 整个 数学 的 发 展开 拓 了 新 的 可 能 性 。 

【 例 9 在 同样 的 意义 上 ,由 英国 数学 家 哈密 尔 顿 创立 的 四 元 数 代数 也 被 誉 为 
“代数 的 独立 宣言 ”。 如 前 所 述 , 在 很 长 的 时 期 内 , 自然 数 的 运算 法 则 始终 被 认为 是 
数 的 运算 所 必须 遵循 的 准则 ,也 即 认为 无 论 数 系 怎 样 扩展 , 新 的 数 都 仍然 必须 服从 
加 法 和 乘法 的 交换 律 与 结合 律 等 这 样 一 些 法 则 。 但 是 ,我 们 能 否 创立 一 种 不 遵守 这 
些 法 则 (例如 ,乘法 的 交换 律 ) 的 “新 数 ” 呢 ?由 于 这 一 想法 实在 是 太 大 胆 了 ,因此 , 哈 
密 尔 顿 在 最 终 建 立 四 元 数理 论 前 就 曾经 历 了 长 达 十 五 年 的 “犹豫 时 期 ”。 对 此 ,他 本 
人 曾 这 样 写 道 ,“1843 年 10 月 16 日 , 当 我 和 蛤 密 尔 顿 小 组 步行 去 都 柏林 途中 来 到 孝 
洛 翰 桥 的 时 候 , 它 们 就 来 到 了 人 间 , 或 者 说 出 生 了 ,发 育成 熟 了 。 这 就 是 说 ,此 时 此 


感觉 到 一 个 问题 就 在 那 一 刻 已 经 解决 了 ,智力 该 缓 口气 了 , 它 已 经 纠缠 我 至 少 十 五 
年 了 。” 了 哈密 尔 顿 所 迈 出 的 关键 性 一 步 就 是 他 清楚 地 认识 到 了 自己 必须 、. 也 可 以 抛弃 
乘法 的 交换 律 。 

四 元 数 的 具体 形式 为 a 二 bi+ciy+dk, 

其 中 a,6,c,d 为 任意 实数 ,i,j,k 则 起 着 i 在 复数 中 所 起 的 作用 。 关 于 四 元 数 相 
等 与 加 法 的 规定 与 复数 的 相应 规定 是 类 似 的 ;乘法 则 可 依据 分 配 律 及 有 关 的 规定 (i 
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一 外 一 一 151 j=k,k :i=j,j， k=i;j* i 二 一 ki，k 二 一 i,k，j 二 一 引进 行 。 
例如 , 设 p==3 十 2i 十 6j 十 78,g 一 4 十 6i 十 8j 十 9&, 就 有 : 

p*g 二 (3 十 2i 十 6j 十 7&8)。(4 十 6i 十 87 十 9k) 二 一 111 十 24i 十 727 十 35k; 

gq* pp 二 (4 十 6i 十 87 十 9k)。(3 十 2i 十 6j 十 7k) 二 一 111 十 28i 十 24j 十 75k。 

由 此 可 见 , 四 元 数 的 乘法 不 满足 交换 律 。 从 而 ,四 元 数 代数 的 建立 就 是 一 个 独 
立 宣言 , 它 把 代数 从 自然 数 及 其 自然 法 则 的 束缚 中 永远 地 解放 出 来 了 。.” 这 也 就 是 
说 ,四 元 数 的 建立 为 代数 研究 开拓 了 新 的 方向 。 

在 数学 的 现代 发 展 中 还 可 找到 很 多 由 于 奇异 性 结果 的 获得 而 导致 的 重要 进展 。 
例如 ,存在 处 处 连续 而 不 可 微 的 函数 ,在 黎 曼 意义 下 可 积 但 却 具 有 无 穷 多 个 间断 点 
的 函数 ,等 等 。 对 此 ,M. 克 莱 因 分 别 评论 道 :“ 发 现 连续 性 并 不 蕴涵 可 微 性 ,以 及 函数 
可 以 具有 各 种 各 样 的 反常 性 质 ,其 历史 意义 是 巨大 的 ”;“18 世纪 70 年 代 和 80 年 代 
最 受 欢迎 的 活动 之 一 ,就 是 构造 各 种 具有 无 穷 多 个 间断 点 而 在 黎 曼 意义 下 仍 为 可 积 
的 函数 .” 从 而 ,数学 家 们 以 奇异 为 美 也 就 没什么 可 奇怪 了 。 就 如 徐 利 治 教授 所 指出 
的 :“ 奇 异 是 一 种 美 ,奇异 到 极度 更 是 一 种 美 。” 


三、 数学 美的 追 追求 的 方法 论 意义 


A 


对 于 数学 美的 追求 为 什么 能 对 数学 的 发 展 起 到 一 定 的 促进 作用 ? 为 了 回答 这 
一 问题 ,我 们 先 对 数学 美的 实质 作 一 分 析 。 

数学 美的 实质 ”如 前 所 述 ,数学 美的 基本 内 容 是 对 称 性 .简单 性 .统一 性 与 奇异 
性 。 对 于 数学 美的 这 几 种 基本 形式 的 相互 关系 我 们 并 可 作出 如 下 的 进一步 分 析 。 

首先 ,在 一 定 的 意义 上 ,对 称 性 及 简单 性 都 可 被 归结 为 统一 性 。 因 为 ,第 一 ,对 
称 性 无 非 就 是 部 分 与 部 分 之 间 的 统一 性 的 特殊 表现 。 第 二 ,简单 性 的 获得 常常 建立 
在 对 于 统一 性 的 认识 之 上 ;反之 ,统一 性 则 又 常常 表现 为 以 较为 简单 的 形式 揭示 出 
对 象 的 内 在 联系 。 也 正 因 如 此 ,简单 性 有 时 就 被 说 成 是 统一 性 的 一 种 客观 标准 。 

其 次 ,奇异 性 与 统一 性 在 一 定 意义 上 可 以 说 是 互相 对 立 的 。 因 为 ,奇异 性 就 意 
味 着 出 乎 常识 或 预料 ,从 而 就 是 对 于 先前 所 达到 的 统一 性 的 一 种 破坏 ;但 是 ,又 如 前 
面 所 指出 的 ,奇异 性 结果 的 获得 往往 标志 着 认识 的 飞跃 ,而 这 种 新 的 认识 则 义 意 味 
着 在 更 高 的 层次 上 达到 了 新 的 统一 ,因此 ,在 奇异 性 与 统一 性 之 间 也 存在 有 互相 依 
赖 、 相 互 促进 的 辩证 关系 ,而 数学 则 就 是 在 它们 的 辩证 运动 中 得 到 了 不 断 的 发 展 。 
这 也 就 是 说 :数学 的 发 展 就 像 精 彩 的 故事 一 样 , 波澜 起 伏 , 扣 人 心弦 , 既 在 情理 之 
中 ,又 在 意料 之 外 ,是 和 谐 与 奇异 的 统一 体 。” 

依据 前 面 的 分 析 , 我 们 就 可 指出 数学 美的 实质 了 :由 于 物质 世界 是 统一 的 , 因 
此 ,作为 客观 世界 数量 规律 的 反映 ,数学 理论 在 本 质 上 也 是 统一 的 ; 又 由 于 物质 世界 
是 一 种 多 样 性 的 统一 ,因此 数学 理论 的 统一 也 就 是 一 种 包含 了 差异 的 统一 , 即 是 和 
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谐 与 奇异 的 统一 体 。 从 而 ,在 这 样 的 意义 上 ,对 于 统一 性 与 奇异 性 (更 为 一 般 地 说 ， 
就 是 数学 美 ) 的 追求 实质 上 就 是 对 于 数学 理论 的 内 在 联系 , 即 数学 真理 的 追求 。 这 
就 正如 拉丁 格言 所 说 ,“ 美 是 真理 的 光辉 ”。 显 然 ,这 也 就 是 美的 追求 为 什么 能 促进 
数学 发 展 的 根本 原因 。 

在 此 还 可 以 从 认识 论 的 角度 对 所 说 的 问题 作 一 分 析 。 如 前 所 述 ,统一 性 《对 称 
性 .简单 性 ) 与 奇异 性 在 一 定 意义 上 是 互相 对 立 的 ;但 它们 又 都 可 以 统一 于 “彻底 性 ” 
这 样 一 个 概念 。 因 为 ,无 论 是 对 于 和 谐 美 或 奇异 美的 追求 ,事实 上 都 体现 了 数学 家 
的 这 样 一 种 特性 ;他 们 永 不 满足 于 已 取得 的 成 果 , 并 总 是 希望 能 更 深刻 、 更 全 面 . 更 
正确 地 去 认识 世界 。 因 此 ,他 们 总 是 力图 由 已 知 去 推出 未 知 ,希望 能 将 复杂 的 东西 
予以 简单 化 ,分 散 、 零 乱 的 东西 予以 统一 ,也 总 渴望 能 开拓 新 的 研究 领域 …… 也 正 是 
在 这 样 的 过 程 中 ,数学 家 们 感受 到 了 数学 的 美 。 从 而 ,对 于 美的 追求 事实 上 也 就 是 
认识 不 断 发 展 和 深化 的 过 程 。 

数学 美的 追求 的 方法 论 意 义 ” 由 于 真 与 美 在 本 质 上 是 一 致 的 ， 而 两 者 的 具体 表 
现形 式 则 有 所 不 同 , 因 此 ,美学 的 考虑 在 数学 的 研究 中 就 具有 重要 的 方法 论 意 义 。 

首先 ,美学 的 考虑 有 助 于 选择 正确 的 研究 方向 。 例 如 ,法 国 著 名 数学 家 阿达 玛 
就 曾 明 确 指出 ， 科 学 美感 ,这 种 特殊 的 美感 ,是 我 们 必须 信任 的 向 导 ”, 因 为 “惟有 
美感 能 预示 将 来 的 研究 成 果 是 否 会 富有 成 果 ”"。 男 外 ,著名 数学 家 、 非 标准 分 析 的 创 
建 者 A. 鲁 尝 孙 也 曾 写 道 ,这 是 一 个 事实 ,就 是 组 织 起 来 的 纯粹 数学 的 世界 在 很 大 程 
度 上 是 由 我 们 关于 数学 美 及 纯粹 数学 重要 性 的 含糊 的 直 党 来 调整 的 。” 

例如 ,依据 对 称 性 的 原则 ,在 研究 方向 的 选择 上 ,我 们 就 既 应 注意 同 向 的 研究 
(这 时 类 比 就 是 十 分 有 用 的 工具 ), 又 应 注意 反 向 的 考虑 。 以 运算 为 例 , 如 在 掌握 了 
加 法 运算 的 基础 上 ,我 们 就 既 应 进一步 去 从 事 乘法 运算 的 研究 (这 是 同 向 的 研究 )， 
同时 则 又 应 当 考 虑 其 北 运 算 一 一 减法 运算 的 问题 (这 是 反 向 的 考虑 )。 类 似 地 ,在 党 
握 了 一 元 微分 学 的 基础 上 ,我们 既 应 积极 地 去 从 事 多 元 微分 学 的 研究 ,同时 则 又 应 
考虑 其 逆 运 算 一 一 积分 运算 的 问题 。 一 般 地 说 , 反 向 的 考虑 是 比较 困难 的 ;但 是 ,可 
以 预料 的 是 ,这 种 考虑 (也 即 对 于 对 称 美 的 追求 ) 往 往 孕 育 着 造成 新 的 重大 发 展 ( 例 
如 , 数 系 的 扩展 及 新 函数 的 引进 等 ) 的 可 能 性 。 

再 例如 ,在 数学 的 研究 中 我 们 又 应 特别 重视 “反例 ?的 构造 ,因为 ,正如 前 面 的 分 
析 所 已 指明 的 ,奇异 性 结果 的 获得 往往 会 导致 有 关 概 念 的 泪 清 或 新 的 研究 方向 的 
开拓 。 

其 次 ,由 于 现代 数学 的 高 度 抽象 性 ,美学 的 考虑 在 理论 的 评论 中 也 具有 重要 的 
作用 。 

例如 ,外 尔 在 他 的 《空间 一 时 间 一 物质 ) 一 书 中 曾 发 展 起 了 引力 规范 理论 。 这 一 
理论 在 当时 看 来 似乎 不 那么 真实 ,但 外 尔 总 觉得 它 是 如 此 之 美 因而 舍不得 将 它 抛 
弃 , 因 此 这 一 理论 就 因为 美 而 得 到 了 保存 。 过 了 不 久 , 当 将 规范 不 变性 体系 纳入 量 
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子 动力 学 时 ,果然 弄 清楚 了 外 尔 的 直觉 是 正确 的 ,因为 上 述 理 论 被 证 明 对 于 后 者 的 
研究 具有 十 分 重要 的 意义 。 

最 后 ,作为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 又 应 指出 ,虽然 美 与 真 在 本 质 上 是 一 致 的 ,但 
两 者 之 间 仍 存在 一 定 的 差异 ,因此 ,我们 就 不 能 从 纯粹 美学 的 角度 去 研究 数学 ,更 不 
能 以 美学 的 考虑 去 完全 取代 真理 性 问题 的 分 析 , 不 然 的 话 , 就 可 能 使 数学 研究 走 上 
歧途 ,甚至 导致 荒 雇 的 结果 。 对 于 纯粹 美学 的 研究 的 这 种 危险 性 ,一 些 数 学 家 也 是 
再 三 强调 了 的 。 例 如 , 汉 “。 诺 依 曼 就 曾 指出 :“ 当 一 门 数学 学 科 远离 它 的 经 验 本 源 继 
续 发 展 的 时 候 ,或 者 更 进一步 ,如 果 它 是 第 二 代 和 第 三 代 , 仅 仅 间接 地 受到 来 自 现实 
的 思想 所 启发 , 它 就 会 遭 到 严重 危险 的 困扰 。 它 变 得 越 来 越 纯粹 地 美学 化 , 越 来 越 
纯粹 地 “为 艺术 而 艺术 ”。 如 果 在 这 个 领域 周围 是 互相 联系 并 且 仍 然 与 实践 经 验 有 
密切 联系 的 学 科 , 或 者 这 个 学 科 处 于 具有 非常 卓越 和 发 展 健全 的 审美 能 力 的 人 们 的 
影响 之 下 , 那 这 种 美学 需要 不 一 定 是 坏事 。 但 是 ,仍然 存在 一 种 严重 的 危险 , 即 这 门 
科学 将 沿 着 阻力 最 小 的 途径 发 展 ,使 远离 水 源 的 小 溪 又 分 散 成 许多 无 足 轻重 的 支 
流 , 使 这 个 学 科 变 成 大 量 被 搞 混 乱 的 琐碎 枝 节 和 错综复杂 的 末 事 。 换 句 话 说 ,在 中 
离 经 验 本 源 很 远 很 远 的 地 方 ,或 者 在 多 次 ‘抽象 的 ;近亲 繁殖 之 后 ,一 门 数 学 学 科 就 
有 退化 的 危险 ,”“ 每 当 到 了 这 种 地 步 时 ,在 我 看 来 ,惟一 的 药方 就 是 为 重 获 青春 而 返 
本 求 源 : 重 新 注入 多 少 直接 来 自 经 验 的 思想 。 我 相信 ,这 是 使 题材 保持 清新 与 活力 
的 必要 条 件 ,即使 在 将 来 ,这 也 是 同样 正确 的 。” 

综 上 所 述 ,我 们 就 既 应 注意 美学 的 考虑 ,又 不 应 忘记 数学 的 真理 性 最 终 取 决 于 
实践 的 检验 ,数学 发 展 的 根本 动力 在 于 社会 实践 。 


第 二 节 审美 情感 在 数学 发 现 中 的 作用 


为 了 进一步 说 明 培养 数学 美的 鉴赏 能 力 的 重要 性 ,我 们 再 从 发 现 心理 学 的 角度 对 
此 作 一 分 析 , 即 通过 数学 直觉 的 剖析 来 揭示 审美 情感 在 数学 发 现 (创造 ) 中 的 重要 作用 。 


一 、 数 学 直觉 的 特性 


在 第 2 章 中 ,我 们 曾 从 逻辑 的 角度 对 数学 发 现 的 问题 进行 了 讨论 , 即 是 通过 实例 
的 分 析 介绍 了 两 种 重要 的 发 现 方法 :类 比 法 和 归纳 法 ;但 是 ,又 如 文中 所 已 指出 的 ， 
除去 逻辑 的 成 分 以 外 ,数学 发 现 中 还 包含 有 直觉 的 因素 ,因此 ,也 就 有 必要 对 数学 直 
觉 的 确切 意义 、 特 性 及 其 在 数学 发 现 中 的 作用 等 问题 作出 进一步 的 讨论 。 

直觉 的 非 罗 辑 性 ”什么 是 数学 直觉 ? 按照 大 多 数 数学 家 的 意见 ,这 是 指 某 种 与 
逻辑 相 异 的 东西 。 例 如 , 彭 加 勒 就 曾 说 过 :“ 搞 算术 ,就 如 搞 几 何 , 或 搞 任何 别 的 科 
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学 ,需要 某 种 与 纯 逻 辑 不 同 的 东西 。 为 了 表述 这 个 某 种 东西 ,我 们 没有 更 好 的 字眼 ， 
只 能 用 “直觉 ' 一 词 .” 这 也 就 是 说 ,直觉 是 “从 事 科学 发 现 所 需要 的 与 纯 逻 辑 不 同 的 
某 种 东西 >。( 但 是 , 彭 加 勘 立即 又 获 觉 到 ,“ 在 这 同一 个 字眼 下 隐藏 着 多 少 不 同 的 意 
思 啊 1”) 特 殊 地 ,数学 直觉 并 就 可 以 被 说 成 一 种 直接 反映 数学 对 象 结构 关系 的 心智 
活动 形式 ,是 人 脑 对 于 数学 对 象 事物 (结构 及 其 关系 ) 的 直接 领悟 或 洞察 ,是 一 种 不 
包含 普通 逻辑 推理 过 程 的 直接 悟性 。 

从 而 ,在 这 样 的 意义 上 , 非 逻辑 性 也 就 可 以 被 看 成 (数学 ) 直 觉 的 基本 特性 。 具 
体 地 说 

第 一 ,由 于 直觉 是 一 种 非 馆 辑 的 领悟 或 洞察 ,因此 ,与 普通 的 逻辑 推理 相 比 ,直觉 的 
认识 就 具有 直接 (简洁 ) 性 。 即 如 彭 加 勒 所 说 ,为 直觉 所 指引 的 数学 家 不 是 以 步步为营 
的 方式 前 进 的 ,“ 他 们 在 第 一 次 出 击 中 就 迅速 达到 了 征服 的 目的 ”。 应 当 指出 的 是 ,尽管 
直觉 并 非 建立 在 严格 的 逻辑 论证 之 上 ,但 是 , 它 却 又 往往 伴 有 很 强 的 “自信 心 ?。 这 也 就 
如 波 利 亚 所 描述 的 那样 :“ 一 个 突然 产生 的 、 展 示 了 惊人 的 (处 于 戏剧 性 的 重新 排列 之 
中 ) 新 因素 的 想法 ,具有 一 种 令 人 难忘 的 重要 气氛 ,并 给 人 以 强烈 的 信念 。 这 种 信念 党 
表现 为 诸如 现在 我 有 啦 !? 我 求 出 来 了 1 原来 是 这 一 招 !7 等 惊叹 

第 二 ,与 丈 辑 (推理 ) 的 抽象 性 相反 ,直觉 常常 与 形象 思维 相 联系 , 而且, 这 种 形 
象 思维 的 一 个 重要 特点 就 是 它 的 综合 性 ,这 就 是 说 ,此 时 呈现 在 人 们 头脑 之 中 的 是 
一 幅 整 体 性 的 图 像 ,尽管 它 的 某 些 细节 可 能 是 模糊 的 。 

为 了 说 明 形象 思维 的 这 种 “综合 性 ”特点 ,可 以 举 一 个 日 常生 活 中 的 例子 ;我 们 
常常 可 以 立即 辨认 出 远 处 的 某 一 行人 是 自己 所 熟悉 的 某 和 人 ,尽管 你 无 法 详细 地 说 出 
作为 其 体态 特征 的 各 个 细节 ,但 却 仍 有 一 个 确定 的 整体 性 印象 ,而 且 ,几乎 可 以 肯定 
的 是 ,这 是 一 种 形象 思维 。 

与 这 种 日 常 的 体验 相 比 ,要 想 说 明 数 学 中 的 形象 思维 无 疑 要 困难 得 多 。 然 而 ， 
幸运 的 是 ,阿达 玛 在 其 名 著 (数学 领域 中 的 发 明 心理 学 ) 中 曾 给 出 了 这 方面 的 一 个 具 
体例 子 。 他 在 这 一 例子 中 所 讨论 的 是 一 个 十 分 基本 的 算术 定理 ,“ 存 在 无 穷 多 个 质 
数 ”。 阿 达 玛 依 次 列举 出 了 这 一 定理 的 经 典 证 明 中 的 各 个 步 又 ,同时 又 描述 了 这 时 
在 他 的 头脑 中 所 呈现 的 心智 图 像 (假设 他 所 证 明 的 是 存在 大 于 11 的 质数 ); 


证 明 步 又 心智 图 像 

9 列举 出 由 2 到 11 的 所 有 质数 ， 我 所 看 到 的 是 一 个 混乱 的 组 合 。 
即 2,3,5,7,11。 

多 构成 乘积 N 是 一 个 相当 大 的 数 ,我 把 它 想 

2x3x5Xx7Xx11=N, 像 成 一 个 远离 上 述 混乱 组 合 的 点 。 

@@ 在 乘积 N 上 加 1。 我 看 到 稍稍 超出 第 一 点 的 另 一 

个 点 。 

井 如 果 这 个 数 不 是 质数 ,就 必 有 我 所 看 到 的 是 介 于 上 述 混乱 组 合 

一 个 质 因 数 , 它 就 是 所 要 求 的 数 。 与 第 一 个 点 之 间 的 某 个 地 方 。 
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阿达 玛 明 确 地 强调 了 这 种 形象 思维 的 综合 性 。 他 写 道 :“ 这 种 奇特 (而 又 模糊 ) 
的 图 像 对 于 上 述 证 明 的 理解 是 十 分 重要 的 ,因为 借助 于 它 , 我 就 可 以 一 下 子 看 到 论 
证 中 的 所 有 成 分 ,把 它们 相互 联结 起 来 ,并 使 之 成 为 一 个 整体 一 一 一 句 话 , 达 到 综合 
的 目的 ”一般 地 说 ， 每 一 个 数学 研究 都 迫使 我 建立 这 样 的 一 个 图 式 。 它 们 总 具有 、 
也 必须 具有 模糊 性 的 特点 ,但 又 并 非 是 不 可 靠 的 ”。 

由 此 可 见 , 综 合 性 (或 者 说 ,整体 的 确定 性 与 细节 上 的 模糊 性 ) 就 是 形象 思维 的 
一 个 重要 特点 ,而 事实 上 这 也 就 是 直觉 的 一 个 特点 。 

值得 指出 的 是 , 彭 加 勒 也 曾 从 “ 序 ” 的 角度 对 直觉 的 综合 性 特点 进行 过 分 析 。 彭 
加 勤 指 出 ,数学 理解 的 本 质 就 在 于 对 “ 序 ” 的 把 握 。 他 写 道 ,一 个 数学 证 明 并 不 是 若 
二 三 段 论 的 简单 并 列 ,而 是 众多 三 段 论 在 确定 的 序 之 中 的 安置 。 这 种 使 元 素 得 以 安 
置 其 中 的 序 要 比 元 素 本 身 重要 得 多 。 一 旦 我 感觉 到 ,也 可 以 说 ,直觉 到 这 个 序 , 以 臻 
我 一 眼 之 下 就 领情 了 整个 推理 ,我 就 再 也 不 必 害 怕 会 忘掉 任何 一 个 元 素 , 因为 每 个 
元 素 都 将 在 序 中 各 得 其 所 ,而 这 是 不 需要 我 付出 任何 记忆 上 的 努力 的 ”从 而 ,按照 
茧 加 勒 的 观点 ,直觉 就 是 对 于 序 的 把 握 , 而且, 这 种 把 握 又 具有 综合 人 性 的 特点 。 

直觉 的 “自发 性 ” 从 数学 研究 的 实践 看 ,直觉 的 认识 又 常常 表现 为 无 意识 的 思 
维 活动 。 

为 了 说 明 这 种 无 意识 的 思维 活动 , 仍 可 举 一 个 日 常生 活 中 的 例子 ; 当 我 们 力图 
回忆 起 以 前 曾 相识 的 某 人 的 姓名 时 (这 是 有 意识 的 ,或 者 说 自觉 的 思维 活动 ), 却 怎 
么 也 想 不 起 来 ;然而 , 当 我 们 转 而 从 事 其 他 活动 或 工作 时 ,这 个 人 的 姓名 却 忽然 浮现 
在 脑海 中 , 连 自己 也 无 法 说 清楚 相应 的 思维 活动 究竟 是 怎样 实现 的 。 

作为 无 意识 思维 活动 的 特性 的 分 析 ,应 当 指 出 : 

第 一 ,思维 活动 的 不 连贯 性 是 无 意识 思维 活动 的 一 个 重要 特性 。 例 如 ,上 面 所 
说 的 那 种 姓名 忽然 在 脑海 中 浮现 的 情况 常常 出 现在 注意 力 转移 之 后 ,从 而 相应 的 思 
维 活动 就 表现 出 一 种 间断 性 。 

正 因为 无 意识 的 思维 活动 表现 为 思维 活动 的 间断 , 直 党 的 认识 就 常常 具有 突然 
性 ,或 者 说 , 即 是 常常 表现 为 “顿悟 (豁然 开朗 )。.@ 有 很 多 数学 家 都 曾 依据 自己 的 亲 
身体 验 谈 到 过 直 沉 的 这 种 突然 性 。 例 如 ,在 谈 到 自己 是 如 何 创立 福克斯 函数 理论 
时 , 彭 加 勒 就 曾 写 道 , 他 曾 力图 为 一 些 原先 以 为 不 存在 、 后 来 却 得 到 了 构造 的 新 函数 
确定 一 个 统一 的 变换 ,但 却 很 久未 能 成 功 ; 最 后 ,在 一 次 旅途 中 , 当 他 一 个 脚 踏 在 公 
共 汽 车 的 踏 脚板 上 时 ,一 个 想法 忽然 出 现在 头脑 中 :他 孜 玫 以 求 的 不 就 是 非 欧 风 何 
中 的 变换 吗 ?! 此 时 ,虽然 他 仍然 坐 在 车 中 与 别人 聊天 ,但 已 确 有 把 握 地 感到 :主要 
的 问题 已 经 解决 了 。 


@ ”尽管 我 们 肯定 了 直觉 的 认识 常常 表现 为 无 意识 的 思维 活动 ,并 认为 它 经 常 以 “顿悟 "的 形式 出 现 ;但 却 
不 应 把 直觉 与 顿 情 完全 等 同 起 来 ,因为 ,数学 直觉 未 必 都 是 瞬间 完成 的 ,通常 也 需要 一 个 酝 酸 的 过 程 以 及 补充 
和 反应 的 过 程 。 从 而 , 渐 司 和 上 顿悟 就 都 应 被 看 成 直觉 的 一 种 表现 形式 。 
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第 二 ,由 于 直觉 的 认识 常常 表现 为 无 意识 的 思维 活动 ,因此 通常 就 是 不 可 解释 
的 。 如 苏联 的 凯 德 洛 夫 所 说 ;“ 直 觉 作为 直接 的 推理 形式 ,由 于 自身 的 特点 ,没有 可 
能 解释 自己 的 活动 ,要 知道 ， 任何 这 种 解释 都 要 以 茶 种 间接 方式 表现 出 结论 和 推理 
之 闻 的 环节 。 因 此 ,通常 意义 上 的 解释 在 这 里 是 不 可 能 的 。” 

很 多 数学 家 也 曾 依 据 自 己 的 实践 论述 过 直觉 的 “不 可 解释 性 ”。 例 如 ,高 斯 兽 以 
数 年 的 时 间 徒 劳 地 企图 证 明 一 个 算术 的 定理 ,对 此 ,他 写 道 :“ 最 后 ,我 获得 了 成 功 ， 
但 并 非 由 于 艰苦 的 努力 ,而 是 由 于 上 帝 的 恩惠 ,就 像 一 道 忽 然 出 现 的 闪光, 疑 团 一 下 
子 被 解 开 了 , 连 我 自 己 也 无 法 说 清 在 先前 已 经 了 解 的 东西 与 使 人 获得 成 功 的 东西 之 
间 是 怎样 联系 起 来 的 .” 

最 后 ,由 于 直觉 往往 表现 为 无 意识 的 思维 活动 ,因此 , 直觉 的 发 生 就 具有 偶然 
性 ,或 者 说 ,具有 “不 可 预期 性 ”。 : 

为 了 清楚 地 说 明 直 党 的 这 种 “不 可 预期 性 ,我 们 不 妨 借用 波 利 亚 在 《数学 的 发 
现 } 中 所 给 出 的 一 个 例子 。 其 中 , 作者 力图 用 提示 等 方法 使 读者 产生 某 种 “ 突 如 其 
来 "的 想法 ;但 是 ,如 果 您 始终 未 能 产生 这 种 想法 的 话 , 那 也 不 必 感 到 怀 丧 ,因为 这 样 
您 就 更 好 地 理解 了 直觉 的 “不 可 预期 性 ”。 

【 例 1 已 知 ,三 个 贺 &,i,m 具有 相同 的 半径 ”~, 且 通过 同一 点 O; 此 外 ,7 和 和 mm 
相交 于 点 入,m 和 相交 于 点 B,k 和 7 相交 于 点 C( 图 3~1)。 求 证 :A,B,C 三 点 所 
确定 的 圆 。 的 半径 也 是 。 


图 3-3 
设 圆 。e 的 关心 为 P， 我 们 所 要 证 明 的 即 为 ， PA=PB=PC=r。( 图 3-2) 


为 了 探索 可 能 的 解 题 途径 ,不 妨 再 把 ,1,m 这 三 个 圆 的 圆心 ( 设 为 K,L, MD 与 
它们 和 另外 两 个 圆 的 交点 (O,A,B,C 等) 分 别 连结 。 这 样 我 们 就 得 到 图 3- 3。 

你 也 许 会 注意 到 整个 图 形 实质 上 是 由 其 中 的 直线 所 确定 的 ,因此 我 们 就 可 把 注 
意 力 集中 到 图 3-4 上。 


-流利 亚 提示 说 :这 个 图 形 是 豚 引力 的 , 它 使 我 们 想起 一 些 熟 悉 的 东西 。( 想 
起 什么 ?)” 

又 ， 它 有 点 像 郑 式 杂志 上 的 某 些 画面 ,这 种 通 有 不 止 一 种 的 效果 ,如 果 你 按 通 

常 的 方式 去 看 它 , 它 是 一 个 图 像 ,可 是 如 果 你 转 到 另 一 个 位 置 再 换 一 种 特殊 方式 去 
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看 它 ,那么 另 一 个 图 像 就 会 忽然 闪现 在 你 面前 ”。 
波 利 亚 问 道 : “你 能 从 我 们 这 张 塞 满 了 直线 段 和 圆 的 图 中 看 出 有 第 二 种 含义 的 
图 像 吗 ?” 


事实 上 ,只 需 将 图 3-4 与 图 3-5 作 一 比较 ,我 们 就 可 清楚 地 理解 波 利 亚 的 所 
指 :图 3-5 是 平行 六 面体 十 二 条 棱 的 一 个 投影 图 ;因此 ,通过 比较 就 可 想到 ,我 们 也 
可 将 图 3-4 看 成 是 一 个 “透明 ”的 平行 六 面体 的 投影 图 (图 3-6)。 这 样 ,原来 的 问题 
就 立即 得 到 了 解决 。 因 为 ,依据 立体 几何 的 知识 ,如 果 一 个 平行 六 面体 的 投影 方向 
选择 得 使 看 得 见 的 九条 棱 的 投影 都 等 于 (图 3 - 6 就 是 这 样 的 情况 ) ,那么 ,由 那个 
“看 不 见 的 ”顶点 ( 现 指点 已 ) 所 引出 的 三 条 棱 的 投影 也 一 定 等 于 ~, 即 有 PA=PB= 
PC=r。 

正如 波 利 亚 所 指出 的 :“ 如 果 设 想 读者 遇 到 了 这 样 的 事 ; 从 图 3 - 4 那些 纠缠 成 一 
堆 的 线段 和 字母 中 ,平行 六 面体 的 形象 出 乎 他 意料 之 外 地 ' 跳 ”了 出 来 ,…… 可 能 他 
在 某 种 程度 上 也 将 理解 灵感 这 个 字 的 意义 , 以 及 怎样 去 解释 好 像 是 一 个 内 在 的 心声 
或 者 一 个 超自然 的 神 在 启示 一 样 的 一 个 深刻 的 想法 突然 出 现 ,” 然 而 ,如 果 读 者 没有 
过 到 这 样 的 事 , 那 也 不 必 感 到 洱 吕 , 因 为 ,直觉 “是 任性 的 ,固执 的 ,它们 可 能 出 平 意 
料 地 闪现 在 我 们 面前 ,但 经 常 是 姗 姗 来 迟 ,而 有 时 干脆 就 让 我 们 白 等 ”。 

如 果 把 上 面 所 说 的 直觉 的 突然 性 \ 不 可 解释 性 与 不 可 预期 性 概括 地 说 成 直觉 的 
自发 性 ,那么 , 非 逻辑 性 与 自发 性 就 是 (数学 ) 直 觉 的 主要 特性 。 


二 、, 审 美 情感 在 数学 发 现 中 的 作用 
ee 


直觉 的 产生 是 不 可 预期 的 ,但 是 直觉 能 力 却 是 可 以 培养 的 。 这 方面 的 一 个 重要 
环节 就 是 努力 培养 对 于 数学 美的 鉴赏 能 力 。 对 此 可 以 通过 数学 发 现 的 实质 以 及 直 
党 在 数学 发 现 中 作用 的 分 析 来 进行 说 明 。 

发 明 创 造就 是 选择 ”在 数学 领域 中 ,人 们 对 于 彭 加 勒 关于 数学 发 现 ( 创 造 ) 的 论 
述 有 很 高 的 评价 。 例 如 ,一 本 最 新 出 版 的 科学 家 传记 辞典 这 样 写 道 : 彭 加 勒 “关于 数 
学 发 现 过 程 的 众所周知 的 叙述 至 今 仍然 没有 人 上 比 得 上 ,而 县 总 的 来 讲 被 许多 数学 家 
所 证 实 ”。 : 
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那么 ,什么 是 彭 加 勒 关于 数学 发 现 (创造 ) 本 质 的 论述 呢 ? 这 就 是 :创造 就 是 选 
择 。 具 体 地 说 , 茧 加 勒 认 为 ,数学 创造 的 本 质 就 是 在 已 知 的 数学 事实 所 可 能 构成 的 
新 组 合 之 中 作出 正确 的 选择 :由 于 从 已 有 的 概念 图像. 变换 、 结 构 等 等 出 发 可 以 构 
造 出 不 计 其 数 的 新 组 合 , 而 其 中 的 大 多 数 都 是 无 用 的 , 而且, 人们 也 不 可 能 实际 地 去 
构造 出 每 一 个 可 能 的 组 合 , 再 逐一 地 去 检查 它们 是 否 有 价值 ,因此 ,数学 发 现 的 本 质 
就 在 于 作出 正确 的 选择 。 

进而 , 茧 加 勒 又 对 直 党 在 数学 发 现 中 的 作用 进行 了 具体 分 析 。 他 指出 ,我 们 面 
前 有 无 数 条 可 供 选 择 的 道路 “逻辑 可 以 告诉 我 们 走 这 条 路 或 那 条 路 保证 不 会 遇 到 
任何 障碍 ,但 是 它 不 能 告诉 哪 一 条 道路 能 引导 我 们 到 达 目 的 地 。 为 此 ,必须 从 远 处 
逐 望 目标 ,而 教导 我 们 逐 望 的 本 领 是 直觉 。 没 有 直觉 ,数学 家 便 会 像 这 样 一 个 作家 ， 
他 只 是 按 语 法 写 诗 ,但 是 却 毫 无 思想 ”。 从 而 ,按照 豆 加 勒 的 观点 ,直觉 在 数学 发 现 
中 的 作用 就 可 具体 地 归结 为 所 说 的 “选择 作用 ”。 

审美 情感 与 直觉 那么 ,直觉 又 是 如 何 发 挥 所 说 的 选择 作用 的 呢 ? 为 了 回答 这 
一 问题 , 彰 加 勒 进而 分 析 了 审美 情感 与 直觉 的 关系 。 

按照 彭 加 勒 的 观点 ,直觉 是 一 种 无 意识 的 思维 活动 ;而 又 正 是 在 这 种 无 意识 的 
思维 活动 中 ,审美 情感 发 挥 着 选择 作用 。 因 此 ,总 的 来 说 ,正如 阿达 玛 在 对 茧 加 勒 的 
有 关 论 述 进行 概括 时 所 指出 的 :发 明 就 是 选择 ,而 选择 则 又 惟一 地 是 由 科学 美感 所 
支配 的 。 进 而 ,也 正 是 基于 这 样 的 认识 , 彭 加 勤 最 终 又 引出 了 这 样 的 结论 “没有 一 
个 高 度 发 展 的 美的 直觉 ,就 不 可 能 成 为 伟大 的 数学 发 明 家 ”。 

应 当 指出 ,这 里 所 说 的 审美 情感 与 第 一 节 中 所 说 的 美学 的 考虑 是 有 所 不 同 的 : 
后 者 主要 是 指 一 种 自觉 的 思维 活动 ,而 彭 加 勒 所 说 的 审美 情感 则 主要 是 指 无 意识 的 
思维 活动 。 显 然 ,相对 于 自觉 的 思维 活动 而 言 ,无 意识 思维 活动 的 研究 要 困难 得 多 ， 
因此 彭 加 勒 的 论述 就 难免 有 主观 .片面 之 处 ;然而 ,必须 肯定 的 是 , 彭 加 勒 的 主要 结 
论 是 正确 的 , 即 是 应 当 明确 肯定 审美 情感 在 数学 发 现 中 具有 十 分 重要 的 作用 。 从 
而 ,这 也 就 从 另 一 角度 更 为 清楚 地 说 明了 培养 数学 美的 鉴赏 能 力 的 重要 性 。 


第 三 节 ”努力 培养 数学 直觉 能 力 与 数学 美的 鉴赏 能 力 


现在 ,我 们 再 对 逻辑 与 直觉 .自沉 的 思维 活动 与 无 意识 的 思维 活动 (理性 与 非 理 
性 ) 在 数学 研究 活动 中 的 相互 关系 作 简要 的 分 析 。 
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如 前 所 述 , 在 逻辑 与 直觉 ,自觉 的 思维 活动 与 无 意识 的 思维 活动 之 间 存 在 明显 
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的 区 别 。 但 是 ,如 果 我 们 因此 而 把 它们 绝对 地 对 立 起 来 ,或 者 更 因此 而 否定 逻辑 与 
自觉 的 思维 活动 在 数学 发 现 中 的 作用 , 那 就 是 完全 错误 的 了 。 因 为 ,在 实际 的 数学 
研究 活动 中 ,人 逻辑 与 直觉 .自觉 的 思维 活动 与 无 意识 的 思维 活动 事实 上 是 互相 依赖 、 
相互 促进 的 。 例 如 ,第 一 节 的 分 析 已 经 表明 ;数学 的 发 现 不 仅 依 束 于 无 意识 的 思维 
活动 ,同样 也 依赖 于 自觉 的 思维 活动 (包括 美学 上 的 考虑 )。 另 外 ,第 2 章 的 讨论 也 已 
清楚 地 表明 了 你 辑 在 数学 发 现 中 的 作用 。 例 如 ,即使 就 演绎 逻辑 而 言 ,也 不 应 被 看 
成 一 种 单纯 的 证 明 工 具 , 因为, 所谓 的 “试探 性 演绎 法 ”事实 上 就 是 演绎 法 在 数学 发 
现 中 的 应 用 。 

一 般 地 说 ,就 逻辑 与 直 党 在 数学 发 现 活动 中 的 相互 关系 而 言 ,我 们 认为 : 

第 一 ,必须 肯定 直觉 在 数学 发 现 中 的 作用 。 也 就 是 说 ,在 实际 的 数学 研究 中 , 除 
去 逻辑 方法 的 自觉 应 用 以 外 ,还 必须 注意 应 用 直觉 能 力 。 

事实 上 ,任何 逻辑 方法 的 应 用 都 必须 辅 以 直觉 的 判断 。 例 如 ,在 应 用 类 比 法 去 
引出 新 的 数学 结论 时 ,我 们 必然 自 党 或 不 自觉 地 用 到 了 直觉 判断。 如 在 由 zx: 十 宇 
2zy 联想 出 十 十 之 3zyz 时 ,其 中 3zyz 的 系数 3 的 确定 显然 就 建立 在 直觉 的 
判断 之 上 。 再 例如 ,前 面 已 指出 ,逻辑 证 明 的 核心 即 是 使 众多 的 三 段 论 得 以 安置 于 
其 中 的 “ 序 ”, 而 这 种 序 往往 又 是 直觉 地 把 握 的 。 从 而 ,总 的 来 说 ,就 如 阿达 玛 所 指出 
的 ,“ 几 乎 不 存在 纯粹 逻辑 的 发 现 , 某 种 源 于 无 意识 的 直觉 对 于 逻辑 活动 来 说 至 少 是 

一 个 必要 的 促进 ”。 

第 二 ,作为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 又 应 清楚 地 看 到 直觉 对 于 逻辑 的 依赖 性 。 对 
此 仍 可 依据 彭 加 勒 关于 (数学 ) 发 明 创造 的 “四 阶段 说 ”作出 说 明 。 

具体 地 说 ,按照 茧 加 勒 的 观点 ,数学 发 现 (创造 ) 的 整个 过 程 可 以 归结 为 如 下 的 
四 个 阶段 :准备 一 酝酿 明朗 (顿悟 )-> 检 验 。 

其 中 ,准备 与 检验 的 阶段 属于 自觉 的 思维 活动 (两 者 的 区 别 在 于 ;准备 属 发 现 的 
范畴 ,检验 则 主要 属于 论证 的 范畴 ); 另外 ,酝酿 及 明朗 的 阶段 则 主要 属于 无 意识 的 
思维 活动 。 

绢 加 勒 认 为 “有 意识 的 思维 活动 是 无 意识 思维 活动 的 必要 前 提 ”。 彭 加 勒 曾 以 

一 个 生动 的 比喻 来 说 明 这 样 一 点 ;他 把 数学 思想 或 概念 比喻 为 “ 带 钓 的 原子 ”, 这些 
原子 原来 处 于 静止 状态 ,只 是 通过 自觉 的 思维 活动 ,它们 才 开 始 活动 起 来 ,从 而 也 才 
有 可 能 通过 互相 组 合 形成 新 的 观念 原子 。 因 此 , 彭 加 勒 认为 ,数学 发 现 就 是 从 自觉 
的 思维 活动 , 即 所 谓 的 “准备 阶段 "开始 的 。 另 外 ,由 于 直觉 在 细节 上 的 模糊 性 ,更 由 
于 直觉 的 认识 并 非 完全 可 靠 ,因此 彭 加 勒 认为 ,数学 的 研究 活动 不 能 停留 于 直觉 的 
认识 ,还 必须 过 渡 到 检验 的 阶段 ,因为 只 有 通过 自觉 的 思维 活动 ,由 直觉 所 产生 的 结 
论 才 能 得 到 精确 的 表述 ,才能 得 到 严格 的 检验 和 必要 的 改进 或 发 展 。 

综 上 所 述 ,把 直觉 与 逻辑 、 无 意识 的 思维 活动 与 自觉 的 思维 活动 对 立 起 来 是 错 
误 的 。 正 确 的 观点 应 是 : 直 党 与 逻辑 犹如 数学 创造 的 双翼 ,它们 相互 补充 .相互 作 
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用 ,都 是 数学 工作 者 进行 创造 的 必要 工具 。 


_ 三、 努力 培养 数学 直 沈 能力。 


Et 


由 于 逻辑 与 直觉 的 对 立 , 有 些 数 学 家 提出 了 “直觉 型 ” 与 “逻辑 型 "的 数学 家 的 区 
分 。 例 如 , 彰 加 勒 曾 指 出 ,“ 无 论 阅读 伟大 数学 家 的 著作 ,还 是 阅读 二 ,三 流 数学 家 的 
著作 ,你 都 不 可 能 不 注意 到 并 鉴别 出 两 种 相对 立 的 倾向 ,或 者 不 如 说 ,两 种 截然 不 同 
的 心灵 。 其 中 之 一 完全 被 逻辑 所 支配 , 读 他 们 的 书 ,你 就 不 由 得 相信 ,他 们 是 以 步 步 
为 营 的 方式 前 进 的 ,没有 给 机 会 留 下 任何 余地 ;而 另 一 类 则 受 直觉 所 指引 ,他 们 在 第 
一 次 出 击 中 就 迅速 达到 了 征服 的 目的 ,虽然 这 种 征服 有 时 是 不 稳定 的 .” 彭 加 勒 认 为 
这 种 区 别 是 天 生 的 、 绝 对 的 。 但 是 ,由 上 面 的 分 析 我 们 已 经 知道 ,这 种 绝对 化 的 观点 
是 错误 的 。 因 此 ,主要 的 问题 就 在 于 如 何 培养 数学 直觉 能 力 , 并 为 这 种 直觉 能 力 的 
充分 发 挥 创造 条 件 。 考 虑 到 我 国 的 数学 教育 往往 偏重 于 逻辑 方法 .特别 是 演绎 推理 
能 力 的 培养 ,这 一 问题 显然 也 就 更 加 具有 现实 性 和 紧迫 性 。 

从 方法 论 的 角度 看 ,笔者 认为 ,以 下 几 点 是 特别 重要 的 : | 

应 加 强 自觉 的 思维 活动 ”正如 彭 加 勒 所 说 ,只 有 通过 自觉 的 思维 活动 ,才能 为 
无 意识 的 思维 活动 提供 必要 的 基础 ,因此 在 数学 活动 中 ,我 们 就 不 能 像 期 待 奇迹 出 
现 那 样 徒劳 地 等 待 直觉 的 产生 ,而 应 加 强 自觉 的 思维 活动 。 这 也 正如 阿达 玛 所 指出 
的 ,“ 这 种 有 意识 的 活动 并 不 像 人 们 所 想 的 那样 是 无 益 的 , 正 是 这 些 活 动 开 动 了 无 意 
识 的 思维 机 器 ,不 然 的 话 ,这 一 机 器 就 永远 不 会 运转 ,也 不 会 产生 任何 结果 ”。 

值得 一 提 的 是 ,现代 创造 发 明 学 的 观点 认为 应 该 积极 开动 大 脑 机 器 ,从 而 掀起 
所 谓 的 “大 脑 风暴 ”。 这 里 所 说 的 “大 脑 风暴 ?是 指 一 种 在 脑海 中 迅猛 地 涌现 出 种 种 
图 像 .联想 ,猜想 ,假设 和 非 逻 辑 思维 的 心智 活动 形态 。 但 是 ,人 脑 思 维 运动 的 脑 风 
暴 并 不 能 随时 产生 ,一 般 至 少 需要 全 神 贯 注 地 连续 工作 一 二 小 时 或 两 三 小 时 才能 逐 
步 形成 ,而 且 根 据 “ 发 明 心 理学 ”的 研究 ,在 脑 风暴 的 初始 阶段 通常 只 能 涌现 出 一 些 
十 分 平 几 的 思想 、 观 念 及 其 组 合 ,而 这 些 显而易见 的 观念 及 其 组 合 往往 并 不 能 帮助 
解决 问题 ,因此 要 想 获 得 创造 或 发 现 ,就 必须 使 脑 风暴 坚持 进行 下 去 ,比如 说 ,使 脑 
风暴 持续 两 个 小 时 或 一 个 半 小 时 , 则 最 后 半 小 时 就 可 能 出 现 密 密 无 几 的 或 极为 罕见 
的 新 思想 或 新 观念 。 因 此 ,从 这 样 的 观点 看 ,我 们 也 就 必须 加 强 自觉 的 思维 活动 。 

总 之 ,没有 艰苦 的 思想 劳动 ,就 不 可 能 有 任何 发 明 创造 。 

注意 思想 集中 与 适当 分 散 的 辩证 关系 ”在 数学 的 研究 中 ,适当 地 集中 思想 于 某 
一 明确 目标 是 十 分 必要 的 ,因为 有 效 的 大 脑 思维 必须 
如 需要 解决 某 个 数学 问题 ,或 是 希望 取得 某 种 数学 发 现 等 一 一 这 时 所 联系 的 目标 或 
目的 将 成 为 思维 运动 的 联系 中 心 ,于 是 脑海 中 涌现 出 来 的 联想 .猜想 .假设 和 一 切 非 
逻辑 思维 也 就 会 围绕 该 中 心 展开 ,从 而 有 利于 解决 问题 ,达到 目标 。 
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但 是 ,作为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 又 应 注意 ,过 分 地 使 思想 集中 于 某 一 点 (例如 ， 
某 一 可 能 的 解答 ,或 某 一 可 能 的 解 题 方向 ), 对 数学 研究 也 是 有 害 的 ,因为 这 会 使 思 
想 受 到 束缚 。 如 阿达 玛 就 认为 ;无论 就 数学 或 经 验 科学 而 言 , 没 有 充分 地 "开放 思 
想 ' 是 失败 最 常见 的 原因 。” 

因此 ,我 们 就 应 十 分 注意 集中 思想 与 适当 分 散 的 辩证 关系 。 特 殊 地 ,从 方法 论 
的 角度 看 ,这 更 可 以 被 看 成 一 个 有 益 的 教诲 :如 果 在 一 个 问题 上 连续 工作 了 很 长 时 
间 但 却 没有 看 到 任何 取得 进展 的 可 能 性 , 那 就 应 当 把 这 个 问题 放下 ,并 尝试 去 干 别 
的 事情 。 但 是 ,我 们 只 是 暂时 地 离开 ,以 便 在 一 段 时间 后 重新 回 到 这 一 问题 上 来 。 

应 学 会 形象 思维 ”由 于 直觉 常常 与 形象 思维 联系 在 一 起 ,因此 ,学 会 形象 思维 
对 于 培养 直觉 能 力 就 十 分 有 益 。 例 如 ,我 们 可 以 用 某 种 图 式 来 表示 解 题 的 过 程 :如 
果 用 点 表示 问题 中 的 已 知 及 未 知 成 分 ,用 线段 表示 它们 的 联系 ,那么 ,整个 解 题 过 程 
就 可 表示 为 由 已 知 点 出 发 到 未 知 点 的 由 线段 组 成 的 某 种 几何 图 形 。 

【 例 1】 图 3-6 中 阴影 部 分 的 面积 计算 过 程 可 表示 成 图 3 - 7 中 的 点 线 图 。 
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和 CO sin 和 = 医 +R,h=A/R 一 (地) 
图 3-7 

显然 ,这 种 图 形 能 使 我 们 直观 地 看 出 解 题 过 程 以 及 其 中 所 包含 的 基本 思想 的 联 
系 , 从 而 也 就 有 益 于 形象 思维 与 直觉 能 力 的 培养 。 

注意 培养 对 于 数学 美的 鉴赏 能 力 ”最 后 ,依据 前 面 的 分 析 可 知 , 提 高 直 党 能 力 
的 关键 在 于 培养 对 于 数学 美的 鉴赏 能 力 。 对 此 ,我 们 还 可 依据 大 脑 的 机 制作 出 进 一 
步 的 分 析 。 

现代 的 科学 研究 表明 ,人 的 大 脑 的 两 个 半球 具有 不 同 的 功能 : 左 半 脑 主要 担负 
分 析 任 务 , 如 逻辑 推理 数学 计算 、 写 作 等 ; 右 半 脑 则 与 空间 概念 识别、 构思、 音乐 、 


中 下 党 


识别 图 案 


和 


空间 思维 咎 | 
肘 胜 体 此 [se 


颜色 的 辨认 以 及 直观 思维 和 创造 能 力 有 关 ( 图 3-8)。 因 此 ,如 果 我 们 过 分 地 强调 逻 
辑 思维 的 训练 ,而 由 于 这 些 行动 都 是 由 左 半 脑 指挥 的 , 右 半 脑 的 功能 就 不 能 得 到 充 
分 发 挥 ,从 而 也 就 不 利于 创造 能 力 的 培养 。 与 此 相反 ,如 果 我 们 有 意识 地 加 强 美的 
鉴赏 能 力 的 培养 , 右 半 脑 的 功能 就 得 到 了 发 挥 ,从 而 也 就 有 利于 创造 能 力 的 培养 。 
另外 ,又 由 于 左 , 右 半 脑 在 生理 机 制 上 是 互相 联系 的 ,因此 右 半 脑 的 发 展 也 就 有 利于 
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左 半 脑 的 发 展 , 即 有 利于 抽象 思维 与 分 析 能 力 的 培养 。 

还 应 指出 的 是 ,数学 美的 鉴赏 能 力 的 培养 对 于 提高 学 习 数 学 与 从 事 数学 研究 的 
积极 性 也 有 很 大 的 帮助 作用 。 因 为 ,一 个 没有 数学 鉴赏 力 的 人 既 不 能 理解 数学 内 在 
的 美 ,也 不 能 理解 生活 环境 中 处 处 存在 着 数学 的 旋律 ,不 能 理解 从 物质 微粒 的 每 一 
震颤 到 巨大 天 体 的 庄严 运行 都 服从 数学 的 规律 ,从 而 也 就 不 可 能 发 自 内 心地 热爱 
数学 。 

总 之 ,我 们 既 应 加 强 逻 辑 思维 的 训练 ,努力 提高 抽象 思维 的 能 力 , 又 应 注意 培养 
数学 直觉 能 力 ,培养 对 于 数学 美的 鉴赏 能 力 。 
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对 象 的 抽象 性 与 方法 的 抽象 性 


在 第 1 章 中 ,我 们 曾 从 解决 问题 的 方法 这 一 角度 对 数学 家 与 一 般 自然 科学 家 (如 
物理 学 家 ) 的 区 别 进行 过 分 析 。 除 此 以 外 ,在 数学 家 中 还 盛行 着 这 样 一 种 说 法 , 即 认 
为 数学 家 在 气质 上 接近 于 诗人 ,而 物理 学 家 等 则 属于 “博学 者 ”之 列 。 后 一 说 法 的 依 
据 是 什么 ? 为 了 说 明 这 一 点 ,最 好 的 方法 就 是 从 数学 的 本 质 特性 一 一 抽象 性 去 进行 
分 析 。 

苏联 著名 数学 家 A. 区 亚历山大 洛 夫 曾 对 数学 的 特性 作 过 这 样 的 分 析 :“ 甚 至 对 
数学 只 有 很 肤浅 的 知识 就 能 容易 地 察觉 到 数学 的 这 些 特 征 : 第 一 是 抽象 性 ,第 二 是 
精确 性 ,或 者 更 好 地 说 是 逻辑 的 严格 性 以 及 它 的 结论 的 确定 性 ,最 后 是 其 应 用 的 极 
端 广泛 性 。 数 学 的 这 几 个 特性 显然 不 是 互 不 相关 的 ,而 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ,我 


， 们 才 把 抽象 性 说 成 是 数学 的 本 质 特 性 。 


例如 , 谁 曾 见 到 过 1? 我 们 只 能 见 到 ( 某 ) 一 个 人 ,一 棵 树 ,一 间 房 屋 ,而 决 不 会 见 
到 作为 数学 研究 对 象 的 真正 的 “1”( 注 意 , 这 里 不 应 把 概念 “1” 与 其 符号 相 混淆 )。 类 
似 地 ,我 们 也 只 能 见 到 圆 形 的 月 亮 圆 形 的 轮子 ,而 决 不 会 见 到 作为 几何 研究 对 象 的 
真正 的 “ 圆 ” 我 们 也 必须 对 “ 圆 ?的 概念 与 纸 上 所 画 的 圆 明 确 地 加 以 区 分 )。 一 般 地 
说 ,上 述 分 析 对 于 任 一 数学 研究 对 象 都 是 有 效 的 , 即 它们 都 是 概念 ,都 是 抽象 思维 的 
产物 。 从 而 ,这 就 在 一 定 程度 上 说 明了 数学 的 抽象 性 。 

但 是 ,我 们 不 仅 可 以 对 数学 ,而 且 也 可 对 一 般 的 理论 科学 作出 同样 的 结论 。 因 
为 ,任何 理论 思维 都 必须 借助 一 定 的 概念 ,而 概念 的 形成 则 就 是 抽象 思维 的 结果 , 即 
其 中 必定 包含 对 于 真实 事物 的 “简单 化 与 “粗糙 化 >。 正如 列宁 所 说 “如 果 不 把 连 
续 的 东西 割断 ,不 使 活生生 的 东西 简单 化 、 粗 糙 化 ,不 加 以 割 碎 , 不 使 之 僵化 ,那么 我 
们 就 不 能 想像 表达、 测量 描述 运动 。 思 维 对 运动 的 描述 总 是 粗糙 化 、 僵 化 ,不 仅 思 
维 是 这 样 ,而 且 感觉 也 是 这 样 ;不 仅 对 运动 是 这 样 ,而且 对 任何 概念 也 都 是 这 样 ” 由 
此 可 见 ,抽象 性 事实 上 就 是 任何 一 门 (理论 ) 科 学 乃至 全 部 人 类 思维 所 具有 的 共同 特 
性 。 因 此 ,为 了 说 明 数 学 的 本 质 特性 ,我 们 还 必须 对 数学 的 抽象 性 作出 进一步 的 分 
析 。 下 面 就 分 别 从 研究 对 象 与 论证 方法 这 两 个 角度 对 数学 的 抽象 性 作出 论述 。 


第 4 章 ”对象 的 抽象 性 与 方法 的 抽象 性 


第 一 节 ”研究 对 象 的 抽象 性 


如 前 所 述 ,任何 理论 科学 的 研究 对 象 都 是 抽象 的 概念 ;那么 ,与 一 般 的 概念 相 
比 ,数学 概念 有 哪些 独特 的 地 方 呢 ? 对 此 ,可 以 分 别 从 抽象 的 内 容 及 抽象 的 程度 这 
两 个 方面 进行 分 析 。 


一 、 特 殊 的 抽象 形式 


数学 抽象 的 特殊 内 容 有 些 数 学 哲学 家 曾 从 抽象 的 不 同 层 次 或 不 同 范畴 这 些 
角度 ,对 数学 概念 与 自然 科学 诸如 物理 学 的 概念 的 区 别 进行 分 析 。 这 些 论述 有 一 定 
的 道理 。 但 是 ,如 果 不 从 量 与 质 的 辩证 关系 这 一 角度 去 分 析 , 我 们 就 不 可 能 真正 揭 
示 数 学 抽象 的 本 质 。 也 就 是 说 ,在 数学 的 抽象 中 ,我 们 仅仅 保留 了 对 象 的 量 的 特征 ， 
而 完全 舍弃 了 它们 的 质 的 内 容 。 

具体 地 说 ,与 其 他 任何 自然 科学 一 样 ,数学 中 很 多 重要 的 概念 都 渊源 于 实践 ,或 
者 说 ,可 以 在 真实 世界 中 找到 其 现实 原型 。 但 是 ,在 数学 概念 的 形成 过 程 中 ,我 们 着 
眼 的 只 是 对 象 的 量 的 特性 ,如 数量 .空间 形式 …… 而 完全 舍弃 了 它们 的 质 的 内 容 。 
例如 ,在 由 “一 个 人 ”一 头羊 ”等 客观 事物 抽象 出 相应 的 数学 概念 “1” 时 ,我 们 所 注意 
的 只 是 这 些 对 象 在 数量 上 的 (共同 ) 特 性 , 即 量 的 多 少 , 而 根本 不 去 考虑 所 说 的 对 象 
究竟 是 什么 (不 管 是 人 ,是 羊 ,还 是 别 的 什么 东西 )。 与 此 类 似 的 ,在 由 各 种 圆 形 的 事 
物 抽象 出 相应 的 几何 概念 “ 圆 ? 时 ,我 们 所 注意 的 也 仅仅 是 这 些 对 象 的 (空间 ) 形 式 ， 
而 完全 不 顾及 它们 的 特殊 的 质 的 内 容 ( 无 论 是 木头 、 铁 或 是 由 别 的 什么 东西 所 制 成 
的 )。 显 然 ,在 这 样 的 意义 上 ,数学 的 抽象 就 完全 不 同 于 其 他 自然 科学 中 的 抽象 。 因 
为 ,在 其 他 的 自然 科学 中 ,首先 注意 的 就 是 事物 的 质 的 内 容 ,例如 ,现在 所 研究 的 是 
什么 物质 (水 、 二 氧化 碳 ……), 它 们 又 是 由 什么 元 素 ( 氧 ` 氨 ……) 所 组 成 的 ,等 等 。 
奶 外 ,尽管 在 自然 科学 的 研究 中 我 们 也 注意 到 了 量 的 问题 ,如 原子 的 个 数 以 及 它们 
在 分 子 中 的 排列 形式 等 ,但 这 种 量 的 研究 完全 是 为 了 相应 的 质 的 研究 (例如 ,相应 物 
质 的 化 学 性 质 的 分 析 ) 服 务 的 。 从 而 ,总 的 来 说 ,数学 抽象 的 重要 特点 之 一 就 在 于 它 
的 内 容 。 即 如 恩格斯 所 说 :“ 纯 数 学 的 对 象 是 现实 刘 界 的 空间 形式 和 数量 关系 ,所 以 
是 非常 现实 的 材料 。 这 些 材 料 以 极度 抽象 的 形式 出 现 , 这 只 能 在 表面 上 掩盖 它 起 源 
于 外 部 世界 的 事实 。 但 是 ,为 了 能 够 从 纯粹 的 状态 中 研究 这 些 形 式 和 关系 ,必须 使 
它们 完全 脱离 自己 的 内 容 ,把 内 容 作 为 无 关 紧要 的 东西 放 在 一 边 ;这 样 ,我们 就 得 到 
没有 长 宽 高 的 点 .没有 厚度 和 宽度 的 线 , 分 别 用 wa, 和 zy 来 表示 常数 和 变数 ……?” 

量 的 概念 的 正确 理解 ”对 于 所 说 的 量 的 概念 ,我 们 应 作 正 确 的 理解 。 就 其 历史 
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演变 而 言 ,“ 数 ”和 “ 形 ” 曾 是 “ 量 ” 这 一 概念 的 基本 内 容 。 在 这 样 的 意义 上 ,也 就 有 数 
学 是 “关于 数量 关系 与 空间 形式 的 科学 ”这 一 说 法 。 但 是 , 随 着 社会 实践 与 数学 自身 
的 发 展 , 量 的 概念 也 不 断 得 到 了 丰富 和 发 展 ,因此 我 们 就 不 能 把 数学 的 研究 对 象 局 
限于 “ 数 ” 和 “ 形 ”。 例 如 ,正如 第 三 章 中 所 指出 的 ,按照 F. 克 莱 因 的 观点 ,几何 的 研究 
对 象 就 是 各 种 变换 群 下 的 不 变量 。 另 外 ,按照 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 观点 ,数学 的 研 
究 对 象 则 是 结构 。 总 之 ,我 们 必须 广义 地 去 理解 量 的 概念 ,而 不 能 采取 静止 的 .僵化 
的 观点 (对 此 可 参见 第 二 节 的 分 析 ) 。 

数学 应 用 的 广泛 性 ”由 于 数学 研究 的 对 象 是 “纯粹 ”的 量 , 因 此 ,数学 的 应 用 就 
不 限于 任何 一 种 特定 的 事物 ,而 是 有 着 最 为 广泛 的 可 能 性 。 

亚历山大 洛 夫 曾 从 以 下 几 个 方面 对 数学 应 用 的 广泛 性 进行 说 明 : 

“第 一 ,我 们 经 常 地 几乎 每 时 每 刻 地 在 生产 中 ,在 日 常生 活 中 ,在 社会 生活 中 运 
用 着 最 普通 的 数学 概念 和 结论 ,其 至 并 不 意识 到 这 一 点 。” 

“第 二 ,如 果 没 有 数学 ,全 部 现代 技术 都 是 不 可 能 的 。” 

“最 后 ,几乎 所 有 的 科学 部 门 都 多 多 少 少 很 实质 地 利用 着 数学 。” 

更 为 一 般 地 说 ,由 于 任何 事物 和 现象 都 必然 地 包含 有 质 和 量 两 个 方面 , 质 的 问 
题 又 必然 表现 为 一 定 的 量 , 因 此 从 原则 上 讲 , 数 学 的 应 用 就 是 没有 限制 的 。 


元。 特殊 的 抽象 高 度 
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与 一 般 的 自然 科学 相 比 ,数学 抽象 的 又 一 特点 在 于 它 所 达到 的 高 度 :数学 的 抽 
象 程度 远 远 超过 了 自然 科学 中 的 一 般 抽 象 。 对 此 ,可 以 通过 “理想 元 素 ” 在 数学 中 的 
广泛 应 用 加 以 说 明 。 

如 前 所 述 ,数学 中 很 多 重要 的 概念 都 济源 于 实践 ,或 者 说 ,可 以 在 真实 世界 中 找 
到 其 现实 原型 。 但 是 ,就 每 一 个 具体 的 数学 概念 而 言 ,它们 的 形成 过 程 又 是 极 不 相 
间 的 。 有 些 概 念 建立 在 对 于 真实 事物 的 直接 抽象 上 。 例 如 ,1,2,3,4 等 最 简单 的 数 
量 概念 显然 就 是 这 种 直接 抽象 的 产物 。 另 一 些 概 念 则 建立 在 较为 间接 的 抽象 之 上 ， 
也 即 建立 在 已 有 概念 的 抽象 分 析 之 上 。 最 后 ,在 某 些 情况 下 ,数学 概念 与 真实 世界 
的 距离 还 可 能 是 如 此 之 遥远 ,以 致 可 以 被 看 成 “思维 的 自由 创造 和 想像 物 ”, 这 就 是 
数学 中 所 谓 的 “理想 元 素 ”( 想 像 元 素 )。 

事实 上 ,即使 在 初等 数学 中 我 们 也 可 以 找到 所 谓 的 “理想 元 素 ”。 例 如 , 当 我 们 
将 自然 数 的 序列 “无 限制 地 ”继续 下 去 :1,2,3,…,101,102,…… 相 应 的 数 的 概念 与 
真实 世界 之 间 的 距离 也 就 变 得 越 来 越 遥远 。 因 为 ,那些 很 大 的 数 显然 不 可 能 建立 在 
对 于 真实 事物 的 直接 抽象 之 上 ,而 主要 是 理性 思维 的 产物 , 即 包 含 了 一 定 的 “想像 ” 
成 分 。( 应 当 指出 , 正 是 这 种 想像 使 数学 家 们 接触 到 了 客观 世界 最 为 深刻 的 一 些 奥 
秘 。 例 如 ,数论 中 那些 至 今 尚未 得 到 证 明 的 猜想 , 如 哥 德 巴赫 猜想 等 ,就 是 这 样 的 例 
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子 。) 类 似 地 ,直线 的 “无 限 性 ”( 可 以 向 两 侧 无 限 地 延伸 ) 也 是 理性 思维 的 结果 ,因为 ， 
在 我 们 周围 的 事物 中 ,是 找 不 到 那 种 可 以 真正 地 被 看 成 是 “无 限 的 直线 ”的 东西 的 。 
(如 果 这 一 “发 明 ” 可 以 归功 于 某 一 个 人 的 话 , 那 么 这 位 发 明 家 就 可 自豪 地 说 ;:“ 我 根 
据 能 摸 、 能 扔 、 能 摘 的 许多 具体 的 物体 完成 了 这 样 一 个 自觉 的 思维 过 程 。 我 的 后 代 
将 因为 我 想像 出 了 无 限 的 直线 而 感谢 我 ,因为 借助 于 这 样 的 直线 去 认识 世界 ,将 比 
没有 它 要 方便 得 多 .”) 

为 了 更 清楚 地 说 明 “ 理 想 元 素 ” 的 性 质 及 其 在 数学 研究 中 的 作用 ,我 们 再 以 虚数 i 
及 直线 上 的 无 穷 远 点 为 例 来 进行 分 析 。 

【 例 1】 从 数学 的 发 展 历史 看 , 虚数 在 最 初 是 由 于 解 方程 的 需要 而 引进 的 。 
1545 年 ,代数 学 家 卡 当 在 求解 方程 xz. (10 一 zx) 一 40 时 ,指出 了 分 别 为 (5 十 一 15) 
与 (5 一 V 一 15)( 即 5 土 V15i) 的 两 个 根 。 他 说 ,只 要 把 (5 十 V 一 15) 与 (5 一 V 二 15) 相 


乘 就 会 得 出 40, 把 它们 相 加 则 会 得 出 10, 因 此 ,从 纯 数 学 的 角度 看 ,(5 土 vV 一 15) 就 确 
实 是 上 述 方程 的 根 。 但 是 ,能 否 把 这 类 对 象 看 成 真正 的 “ 数 ”, 即 合理 的 数学 对 和 象 呢 ? 
对 此 人 们 在 很 长 时 期 内 是 有 怀疑 的 。 正 因 如 此 ,它们 才 获 得 了 “虚数 ”( 即 “想像 的 
数 ”) 这 样 一 个 名 称 。 例 如 , 欧 拉 就 曾 说 过 ;“ 因 为 所 有 可 以 想像 的 数 都 或 者 比 0 大 ,或 
者 比 0 小 ,或 者 等 于 0, 所 以 很 清楚 ,负数 的 平方 根 不 能 包括 在 可 能 的 数 中 ,从 而 我 们 
必须 说 它们 是 不 可 能 的 数 。 然 而 这 种 情况 使 我 们 得 到 这 样 一 种 数 的 概念 ,它们 就 其 
本 性 说 来 是 不 可 能 的 数 ,因而 通常 叫做 虚数 或 者 想像 中 的 数 ,因为 它们 只 存在 于 想 
像 之 中 。” 

然而 ,这 种 “想像 的 数 ” 后 来 却 被 证 明 对 于 数学 研究 具有 重要 的 意义 。 例 如 ,只 
有 承认 虚数 (更 为 一 般 地 说 ,就 是 复数 ) 的 合理 性 ,才能 证 明 “ 代 数 基本 定理 ”( 这 是 高 
斯 于 1799 年 证 明 的 , 即 任 一 实 [ 复 ] 系 数 的 ?次 代数 方程 至 少 有 一 个 实 根 或 复 根 ) 。 
另外 ,研究 范围 由 实数 域 到 复数 域 的 扩展 对 于 函数 论 的 研究 也 是 十 分 重要 的 。 例 
如 ,在 没有 作出 这 样 的 扩展 以 前 ,人 们 感到 下 列 级 数 的 收敛 半径 为 1 的 事实 是 无 从 理 
解 的 : 


1 一 妇 十 2 一 2Z6 十 2X8 “(= ) ， 
因为 ,无 论 令 x 二 1 或 X= 一 1, 相 应 的 和 函数 都 具有 确定 的 意义 。 但 是 ,如 果 在 
复 平面 上 去 进行 分 析 的 话 , 上 述 结论 就 十 分 自然 了 ;这 时 如 令 z==i, 就 有 


1 1 
1 1+(—1) 0° 


因此 和 函数 1 二 -在 复 平面 上 的 点 (0,1) 处 就 无 意义 ,从 而 ,相应 级 数 的 收 伍 半 


径 也 就 不 可 能 超过 1。( 如 图 4-1, 这 与 级 数 1 一 z 十 一 十 zt 一 … 二 了 二- 的 收 全 
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半径 为 1 的 情况 十 分 相似 :和 函数 j 十 z 在 = 一 1 处 


无 意义 。) 更 为 一 般 地 说 ,数学 家 们 甚至 因此 而 得 出 
了 这 样 的 结论 :联结 实数 域 中 两 个 真理 的 最 短途 径 
是 通过 复数 域 .由 此 我 们 也 就 可 以 清楚 地 看 出 复数 
即 “ 理 想 元 素 ?在 数学 研究 中 的 重要 作用 。 此 外 , 公 
式 "十 1=0 则 更 突出 地 表明 了 i 这 一 理想 元 素 与 通 
常 的 数 之 间 的 联系 。 国人 1 

【 例 2】 除去 虚数 i 外 ,直线 上 的 无 穷 远 点 也 被 
数学 家 们 看 成 “理想 元 素 ” 的 又 一 典型 代表 。 由 第 3 章 我 们 已 经 知道 ,无 穷 远 点 的 引 
进 主要 源 于 对 称 性 的 考虑 ,而 与 真实 世界 则 只 有 间接 的 联系 。 的 确 ,如果 没有 诗人 
一 般 的 伟大 想像 ,怎么 能 把 直线 看 成 一 种 封闭 图 形 ,并 把 直线 上 的 无 穷 远 点 看 成 天 
穷 多 条 与 已 知 直线 相 平行 的 直线 的 交点 呢 ? 又 怎么 能 想像 这 样 一 条 仅 由 无 穷 远 点 
所 构成 的 无 穷 远 直 线 的 存在 呢 ? 

为 了 体会 这 种 想像 所 达到 的 高 度 ,我 们 不 妨 具体 地 设想 一 下 在 上 述 假设 下 平面 
上 各 条 直线 的 分 布 情况 。 对 此 ,匈牙利 著名 数学 家 路 水 。 彼得 在 她 的 名 著 (无 穷 的 
玩 艺 ) 中 普 有 这 样 的 描述 ,“ 直 线 是 向 两 侧 无 限 延伸 的 ,由 于 我 们 在 每 条 直线 上 只 加 
了 一 个 无 穷 远 点 (不 然 的 话 ,就 会 破坏 点 与 直线 间 的 对 侦 关系 ), 直线 的 两 端 将 在 无 
穷 远 处 相遇 ,即将 变 成 某 种 形式 的 圆 。 这 样 , 尽 管 直 线 是 向 两 个 相反 的 方向 延伸 的 ; 
然而 ,仿佛 由 于 某 种 神奇 的 魔力 的 作用 ,它们 变 成 了 圆 ,而 且 所 有 这 些 直 线 都 将 悬挂 
在 无 穷 远 直线 的 各 个 点 上 一 一 -互相 平行 的 直线 悬挂 在 同一 点 ,就 像 果树 上 的 一 申 串 
果实 一 样 (图 4- 2)。 


图 4-2 

路 水 。 彼 得 接着 写 道 ,“( 但 是 ) 我 们 是 不 应 把 无 穷 远 直线 画 得 如 此 平 直 的 。 事 
实 上 , 谁 也 不 知道 究竟 应 当 怎 样 去 画 。 因 为 , 它 的 一 个 点 同时 代表 着 正 东 与 正 西 , 另 
一 点 同时 代表 着 正 南 与 正 北 ,等 等 。 还 是 让 我 们 完全 放弃 这 件 事 吧 ! 因为 它 确实 不 
属于 可 以 理解 的 世界 ”显然 ,所 说 的 “不 可 理解 性 ”事实 上 也 就 十 分 清楚 地 表明 了 无 
穷 远 点 (直线 ) 的 “理想 (想像 ) 性 ”。 

尽管 无 穷 远 点 只 是 一 种 理想 元 素 , 但 是 ,由 第 3 章 我 们 已 经 知道 ,无 穷 远 点 ( 直 
线 ) 的 引进 具有 重要 的 数学 意义 。 例 如 ,其 直接 结果 之 一 就 是 保证 了 “对 偶 原 理 ” 在 
射影 几何 中 的 有 效 性 。 另 外 ,我 们 还 可 举 出 以 下 的 例子 :任何 学 过 圆锥 曲线 的 人 迟 
早 都 会 想到 这 样 的 问题 ;给 定 一 个 (二 元 ) 二 次 方程 ,怎样 才能 确定 它 所 对 应 的 圆锥 
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曲线 的 类 别 (椭圆 . 双 曲 线 或 抛物 线 )? 利用 无 穷 远 直线 可 以 容易 地 解决 这 一 问题 。 
首先 ,只 需 对 坐标 系 稍 作 变化 ,就 可 写 出 无 穷 远 直线 的 方程 (可 以 发 现 ,这 一 方程 与 
普通 直线 的 方程 确实 是 同一 类 型 的 ) 。 进 而 ,我 们 又 可 具体 地 去 考察 这 一 方程 与 所 
给 定 的 二 元 二 次 方程 有 无 公共 解 :如 果 它 们 无 公共 解 , 所 给 定 的 方程 其 所 代表 的 就 
是 椭圆 ( 圆 ) ;如果 有 一 个 公共 解 , 则 就 是 抛物 线 ;而 如 果 有 两 个 公共 解 , 这 一 方程 所 
代表 的 就 必定 是 双 曲 线 。 

一 般 地 说 , 随 着 数学 的 发 展 ,理想 元 素 在 数学 中 占据 了 越 来 越 重要 的 位 置 。 例 
如 ,数学 史家 M. 克 莱 因 就 曾 指出 :“ 1700 年 以 后 , 越 来 越 多 的 、 更 远离 自然 界 的 .从 人 
的 脑子 中 源源 不 断 地 涌现 出 的 概念 ,进入 了 数学 ”, 它 们 逐渐 取代 了 那些 “直接 观念 
化 ”的 概念 ,并 在 数学 中 占据 了 主导 的 地 位 。 显 然 , 这 也 就 十 分 清楚 地 表明 了 数学 抽 
象 所 达到 的 特殊 高 度 ,对 此 的 确 只 能 用 诗人 的 丰富 想像 才能 加 以 比拟 。 也 正如 列宁 
所 说 ,“ 幻 想 是 极其 可 贵 的 品质 *, “有 人 认为 ,只 有 诗人 才 需 要 幻想 ,这 是 没有 理由 
的 ,这 是 愚蠢 的 偏见 ! 甚至 数学 上 也 需要 幻想 的 ……” 


三 、 数 学 抽象 的 基本 方法 


我 们 通过 实例 来 介绍 数学 中 常用 的 一 些 抽象 方法 。 

等 置 抽象 ”所 谓 等 置 抽 象 ,是 指 由 一 些 ( 具 体 或 抽象 的 ) 对 象 抽 象 出 其 中 所 存在 
的 共同 特性 。 例 如 ,由 大 量 的 个 别 事物 抽象 出 “1” 这 一 数量 概念 ,由 大 量 “ 成 对 的 事 
物 ” 抽 象 出 “2” 的 概念 ,等 等 。 

作为 一 种 严格 的 数学 定义 方法 ,等 置 抽 象 的 应 用 必须 满足 以 下 条 件 : 

在 所 讨论 的 一 类 对 象 (“个 体 ”) 中 ,可 以 建立 这 样 的 二 元 关系 ,使 它 满足 对 称 性 、 
传递 性 和 反 身 性 。 

如 果 用 x,y,z,… 表 示 所 讨论 的 对 象 ,R 表示 所 说 的 关系 : 

Rzye>zy 具有 R 关系 ， 

那么 ,R 满足 对 称 性 、 传 递 性 和 反 身 性 的 条 件 可 以 分 别 表述 成 : 

对 称 性 ;对 所 有 的 x、y, 均 有 Rxy>Ryz; 

传递 性 :对 所 有 的 Xx、y、z, 均 有 :Rxy 是 Ryz 一 Rrz; 

反 身 性 :对 所 有 的 x, 均 有 Rxz。 

在 所 说 的 条 件 下 ,关系 尺 显然 将 原来 的 所 有 对 象 分 割 成 了 若干 个 “等 价 集合 ”: 
属于 同一 个 集合 的 任何 两 个 个 体 都 具有 尺 关系 ,属于 不 同 集合 的 个 体 之 间 则 不 具有 
及 关系 。 这 样 ,我 们 就 可 把 这 些 等 价 集 合 看 成 是 新 的 元 素 , 而 它们 所 代表 的 显然 就 是 
集合 中 所 有 个 体 的 共同 性 质 。 

例如 ,在 现代 的 数学 基础 研究 中 , 逻辑 主义 者 就 曾 采 用 这 样 的 方式 来 严格 地 定 
义 自 然 数 的 概念 ， 
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1 是 所 有 单元 组 的 集合 ; 
2 是 所 有 双 元 组 的 集合 ; 
3 是 所 有 三 元 组 的 集合 ; 


如 果 采 用 数理 逻辑 的 符号 , 上述 定义 可 以 分 别 表示 为 

c 一 1(c 是 单元 组 )e(3z)(zEcACVYy)(yEceyy 一 z))， 

c=20o( I WrFyNrECAYyEO NV ELIV y=2)) 
又 1={clc=1)， 


2 王 (cc 一 2 

以 下 再 以 “ 同 余数 ”为 例 ,进一步 说 明 等 置 抽 象 的 用 法 。 

【 例 3】 在 确定 除数 (在 同 余数 理论 中 , 称 为 “ 模 数 ”) 的 情况 下 (不 失 一 般 性 ,可 
假设 模 数 为 3), 同 余 的 关系 显然 满足 对 称 性 ,传递 性 和 反 身 性 ,因此 就 可 以 此 为 依 
据 , 利 用 等 置 抽象 去 引进 新 的 数学 概念 。 即 : 

[oj]=(zlz 是 自然 数 且 其 被 3 除 所 得 的 余数 为 0}; 

[1j== {zlz 是 自然 数 且 其 被 3 除 所 得 的 余数 为 1}; 

[2j=={ziz 是 自然 数 且 其 被 3 除 所 得 的 余数 为 2} 。 

对 同 余数 也 可 引进 相应 的 运算 。 例 如 ,它们 的 加 法 及 乘法 可 以 分 别 定义 如 下 : 


| [0 | 加 


这 样 ,我 们 就 得 到 了 一 种 新 的 代数 系统 。 颇 具 特 色 的 是 ,这 是 一 个 有 限 的 代数 
系统 : 它 只 有 三 个 元 素 。 

理想 化 抽象 ”所谓 ”理想 化 抽象 ", 在 此 是 指 这 样 一 种 由 实际 的 事物 或 现象 引出 
抽象 概念 的 方法 ,其 中 包括 对 于 真实 事物 或 现象 的 简化 与 完善 化 ,从 而 所 得 出 的 数 
学 概念 与 其 现实 原型 就 未 必 完 全 符合 。 

几何 概念 的 引进 可 以 看 成 理想 化 抽象 的 典型 例子 。 例 如 ,任何 真实 事物 的 形状 
都 很 难说 是 严格 的 圆 ( 球 ) 形 ;另外 ,在 现实 世界 中 当然 也 无 法 找到 “无 大 小 的 点 ”无 
宽度 的 线 ”…… 因 此 ,相应 的 几何 概念 就 都 是 “简化 “完善 化 ”的 结果 ，。 

理想 化 的 抽象 方法 不 仅 对 于 数学 概念 的 引进 是 十 分 重要 的 ,而 且 对 于 由 实际 间 
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题 去 构造 相应 的 数学 模型 也 是 必 不 可 少 的 ,因为 ,只 有 这 样 ,我 们 才能 有 效 地 应 用 数 
学 理论 去 解决 各 种 实际 问题 。 为 了 清楚 地 说 明 这 样 一 点 ,可 以 以 “七 桥 问 题 ” 为 例 来 
进行 分 析 。 

【 例 4】 七 桥 问题 在 拓扑 学 的 历史 发 展 中 具有 重要 的 地 位 。 这 一 问题 是 这 样 产 
生 的 :德国 哥 尼斯 堡 有 一 条 布 勒 尔 河 ,这 条 河 有 两 个 支流 ,在 城中 心 汇合 成 大 河 ,中 
间 是 岛 区 。 河 上 有 七 座 桥 , 如 图 4 -3 所 示 : 
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图 4-3 

作为 一 种 游戏 , 哥 尼 斯 堡 的 大 学 生 们 提出 了 这 样 的 问题 :能 否 以 任何 一 点 为 起 
点 ,相继 地 走 过 七 座 桥 , 而 且 每 座 桥 只 走 一 次 ,然后 又 重新 回 到 起 点 。 大 学 生 们 进行 
了 多 次 实地 尝试 但 却 始终 未 能 成 功 。 于 是 就 写 信 给 当时 著名 的 数学 家 欧 拉 , 请 他 协 
助 解决 这 一 问题 。 这 就 是 著名 的 “七 桥 问 题 ”。 

欧 拉 成 功 地 解决 了 这 一 问题 ,而 解 题 的 关键 就 在 于 适当 的 
抽象 。 具 体 地 说 , 欧 拉 正确 地 认识 到 了 整个 问题 与 所 走路 程 的 
长 度 完全 无 关 , 而 且 , 岛 (半岛 ) 与 河岸 则 又 无 非 就 是 桥梁 的 连接 
点 ,因此 ,我 们 就 可 把 所 说 的 这 四 个 地 点 设想 成 四 个 点 ,并 把 七 
座 桥 设想 成 七 条 线 。 这 样 ,原来 问题 就 变形 为 :能 否 一 笔 且 无 重 
复 地 画 出 图 4-4 所 示 的 图 形 。 

依据 上 述 的 抽象 分 析 , 欧 拉 顺 利 地 解决 了 “七 桥 问题 ”; 首 
先 ,按照 每 一 点 处 交会 的 曲线 的 数 日 的 奇偶 性 ,可 以 把 图 形 中 各 图 4-4 
个 交会 点 区 分 为 " 奇 点 ”和 ”“ 偶 点 ”; 由 于 所 考虑 的 是 “一 笔画 ” 问 
题 , 因 此 ,必然 的 结论 是 :只 有 起 点 与 终点 才 可 能 是 “ 奇 点 ”, 因 为 ,对 任何 一 个 中 间 点 
来 说 ,每 次 我 们 沿 着 一 条 曲线 到 达 这 一 点 , 紧 接 着 就 必须 沿 着 另 一 条 曲线 (这 样 才 能 
满足 “无 重复 ”的 条 件 ) 离 开 这 个 点 ,这 样 ,在 这 些 点 处 交会 的 曲线 的 数目 就 必然 是 偶 
数 。 其 次 ,由 于 现在 所 要 求 作 的 是 封闭 图 形 ( 终 点 与 起 点 必须 重合 ) ,因此 ,可 以 一 笔 
且 无 重复 地 画 出 某 一 图 形 的 必要 条 件 就 是 图 中 各 个 交会 点 都 是 “ 偶 点 ”( 可 以 证 明 这 
一 条 件 也 是 充分 的 ) 。 但 是 ,由 实际 计算 可 以 看 出 ,图 4 - 4 中 的 各 个 交会 点 都 是 “ 奇 
点 ”, 因 此 这 一 图 形 就 是 不 可 能 一 笔 且 无 重复 地 夯 成 的 。 
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由 于 “七 桥 问题 与 图 线 的 长 度 等 度量 问题 完全 无 关 , 因 此 它 就 是 一 个 典型 的 拓 
扑 问题 (一 般 地 说 ,拓扑 学 所 研究 的 是 图 形 在 压缩 或 延伸 变换 下 保持 不 变 的 性 质 , 即 
与 度量 无 关 的 性 质 ) 。 而 由 上 面 的 介绍 可 以 看 出 ,由 实际 问题 引出 拓扑 问题 的 过 程 
就 包括 了 理想 化 与 简单 化 。 

一 般 地 说 ,运用 理想 化 方法 解决 实际 问题 的 关键 在 于 抽象 的 “适当 性 ”, 即 我 们 
既 不 能 将 原来 的 实际 问题 过 分 地 简单 化 (从 而 造成 过 大 的 误差 ) ,也 不 能 使 经 过 抽象 
所 得 出 的 数学 问题 过 于 复杂 (以 致 不 能 顺利 地 获得 解决 ;。 作 为 一 般 的 总 结 , 徐 利 治 
教授 在 《数学 方法 论 选 讲 ) 中 有 如 下 的 论述 ;第 一 步 ,对 所 研究 的 实际 问题 即 现实 原 
型 ,要 分 析 其 对 象 与 关系 结构 (包括 变量 因果 关系 ) 的 本 质 属 性 ,以 确定 其 数学 模型 
的 类 别 ( 确 定型 .随机 型 .模糊 型 等 ) ;第 二 步 ,要 确定 所 研究 的 系统 并 抓 住 主要 了 矛盾， 
ee 因为 数学 模型 所 反映 的 应 该 是 主要 因素 间 的 关系 的 结构 ;第 三 步 ,要 进行 数学 
抽象 。 例 如 ,假设 所 考虑 的 是 地 球 的 运动 ,相应 的 研究 范围 就 应 是 日 地 系统 ,因为 ， 
相对 于 太阳 与 地 球 的 相互 作用 而 言 ,其 他 诸 星 体 对 地 球 的 引力 作用 是 微不足道 的 
(从 而 ,前 者 就 是 主要 矛盾 )。 作 为 进一步 的 抽象 ,还 可 以 把 太阳 和 地 球 都 看 成 几何 
上 的 点 ,并 把 太阳 的 位 置 看 成 固定 不 变 的 (定点 )。 这 样 ,问题 就 可 获得 较 大 的 简化 ， 
而 所 得 出 的 数学 模型 则 又 不 至 于 完全 脱离 实际 。 

应 当 指 明 的 是 , 解 应 用 题 可 以 被 看 成 培养 理想 化 抽象 能 力 的 一 个 有 效 途 径 。 因 
为 ,就 如 波 利 亚 所 指出 的 “在 列 方程 解 文字 题 时 ,学 生 要 把 一 个 实际 问题 翻译 成 数 
学 语言 ;这 就 使 他 们 有 机 会 体验 到 数学 的 概念 和 具体 的 东西 是 可 以 联系 起 来 的 ， 
ee 能 第 一 次 尝试 到 数学 在 他 (将 来 ) 的 工作 里 主要 是 怎么 用 的 ,也 第 一 次 有 这 样 的 
机 会 去 锻炼 自己 ,培养 自己 这 方面 的 习惯 ”。 

弱 抽 象 与 强 抽象 “ 弱 抽 象 "与 “ 强 抽象 ”的 概念 对 于 自觉 掌握 由 已 知 概念 去 引 
出 新 概念 的 方法 是 十 分 重要 的 。 

所 谓 弱 抽象 ,是 指 由 原型 (或 已 有 概念 ) 中 选取 某 一 特征 (侧面 ) 加 以 抽象 ,从 而 
获得 比 原 结构 更 广 的 结构 ,也 即使 原 结构 成 为 后 者 的 特例 。 

例如 ,由 全 等 形 的 概念 出 发 ,借助 弱 抽 象 就 可 获得 相似 形 及 等 积 形 的 概念 ;它们 
分 别 保存 了 “形状 相似 ”与 “面积 相等 ”的 特性 。 

另外 ,所 谓 强 抽象 则 是 指 通过 引入 新 特征 强化 原 结构 来 完成 抽象 ,从 而 ,所 获得 
的 新 结构 就 是 原 结构 的 特例 。 

例如 ,初等 几何 中 各 种 特殊 的 四 边 形 概念 的 引进 事实 上 就 是 应 用 了 一 连 串 的 强 
抽象 ,如 图 4- 5。 

除了 新 概念 的 引进 以 外 ,我 们 也 还 可 以 利用 “ 弱 抽象 "与 “ 强 抽象 "这 样 两 个 概念 
对 各 种 数学 理论 中 有 关 概 念 的 相互 关系 作出 具体 分 析 , 而 这 对 于 和 弄 清 概念 的 “层次 
结构 ”、 从 而 深入 地 理解 相关 的 理论 (及 搞 好 教学 ) 是 十 分 有 益 的 。 例 如 ,由 上 述 关 于 
四 边 形 的 概念 结构 的 分 析 可 以 看 出 ,平行 四 边 形 的 概念 在 其 中 占有 特别 重要 的 位 


90 | 


第 4 章 .对 条 的 抽 杀 祭司 训 法 的 抽 夭 


-一 AN 一 


任意 四 边 形 下 行 四 边 形 ~ : 正方 形 


菱形 


图 4-5 
置 : 它 既是 若干 个 抽象 的 结果 ,又 是 另外 一 些 (新 的 ) 概 念 抽象 的 出 发 点 (从 图 形 上 
看 , 它 既 是 若干 分 支 的 “交会 点 ”, 又 是 若干 新 的 分 支 的 “分 叉 点 ”)。 因 此 ,我 们 就 应 
牢固 掌握 平行 四 边 形 的 概念 及 其 有 关 的 性 质 。 

存在 性 抽象 ”作为 思维 能 动 性 的 一 种 重要 表现 形式 ,有 时 可 以 假设 一 个 原先 认 
为 不 存在 的 “对 象 ”的 存在 性 ,也 即 引进 所 谓 的 “理想 元 素 ”, 并 由 此 而 发 展 起 一 定 的 
数学 理论 。 例 如 ,虚数 i 及 无 穷 远 点 的 引进 就 是 这 样 的 例子 。 

由 于 理想 元 素 的 引进 常常 源 于 美学 的 考虑 ,更 由 于 关于 理想 元 素 存在 性 的 假设 
常常 与 原来 的 认识 (理论 ) 相 抵触 ,因此 ,在 应 用 存在 性 抽象 去 引进 新 的 数学 对 象 时 ， 
一 个 特别 重要 的 问题 就 是 如 何 去 证 明 由 此 所 得 出 的 新 的 数学 理论 的 合理 性 一 一 从 
理论 上 说 ,也 就 是 如 何 去 证 明 新 的 数学 理论 是 相 容 的 (无 矛盾 的 )。 

正如 第 一 章 中 关于 非 欧 几何 合理 性 问题 讨论 所 表明 的 ,数学 家 们 常常 采用 间接 
的 方法 来 证 明 自己 所 采用 的 存在 性 假设 的 合理 性 。 如 在 欧 氏 几何 中 构造 出 非 欧 几 
何 的 模型 ,从 而 用 欧 氏 几何 的 合理 性 来 保证 非 欧 几 何 的 合理 性 。 作 为 又 一 个 例子 ， 
我 们 还 可 以 看 复数 在 数学 中 的 地 位 是 如 何 得 到 确立 的 。 

【 例 5】 如 前 所 述 ,虚数 (更 为 一 般 地 说 ,就 是 复数 ) 在 最 初 是 作为 理想 元 素 得 到 
引进 的 。 然 而 ,在 进一步 的 发 展 中 ,这 种 “想像 的 数 ” 却 被 证 实 对 于 数学 研究 具有 重 
要 的 意义 。 但 是 ,在 复数 理论 的 合理 性 得 到 证 明 以 前 ,即使 到 了 19 世纪 , 仍 有 不 少数 
学 家 对 复数 的 应 用 持 保留 态度 。 例 如 ,英国 剑桥 大 学 的 教授 们 就 曾 在 很 长 时 期 内 始 
终 “ 对 讨厌 的 V1 抱 不 可 动 播 的 天 恶心 理 ,采用 第 办 法 杜绝 它 的 出 现 ,并 用 之 于 一 切 
可 能 的 地 方 ”。 从 数学 的 发 展 历史 看 ,这 种 情况 只 是 在 复数 理论 得 到 了 几何 解释 以 
后 才 有 了 根本 的 改变 。 

具体 地 说 ,有 不 少数 学 家 (如 欧 拉 ) 早 就 认识 到 了 可 以 把 复数 看 成 平面 上 的 点 ， 
挪威 数学 家 韦 塞 尔 等 更 为 系统 地 从 事 了 这 一 研究 。 现今, 即使 是 中 学 生 对 于 复数 的 
几何 表示 法 也 已 经 是 十 分 熟悉 的 了 。 例 如 ,由 于 在 平面 上 的 点 与 复数 之 间 可 以 建立 
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如 下 的 一 一 对 应 ;点 (4a,6) 呈 复数 a 十 bi, 又 由 于 平面 
上 的 点 与 二 维 向 量 是 一 一 对 应 的 ,因此 ,我 们 就 可 借 


助 向 量 来 给 出 复数 运算 的 几何 解释 。 
具体 地 说 ,复数 的 加 法 就 相当 于 向 量 的 加 法 (如 
图 4-6)。 即 : 


复数 风量 


另外 ,复数 的 乘法 则 相当 于 这 样 一 种 向 量 运算 :新 的 向 量 的 长 度 ( 模 ) 等 于 原来 
两 个 向 量 的 长 度 的 乘积 , 它 与 x 轴 正 方向 所 成 的 夹 角 ( 幅 角 ) 则 等 于 原来 两 个 向 量 的 
幅 角 的 和 。 即 : 
复数 向 量 


O04( 幅 角 为 9 ) 
08( 幅 角 为 9,) 


IOCI=IO41108) 
幅 角 p=9,+9， 


这 样 ,“ 复 数 的 直观 意义 就 完全 建立 起 来 了 ”, 它 在 数学 中 的 地 位 也 因此 得 到 了 


确立 。 
最 后 ,应 当 强 调 的 是 ,相对 于 实践 检验 而 言 ,关于 数学 理论 合理 性 的 证 明 ( 例 如 ， 
关于 相 容 性 的 相对 性 证 明 ) 只 具有 间接 的 意义 。 当 然 , 我 们 并 不 能 因此 而 否定 这 种 
证 明 的 意义 ; 盘 宁 说 ,就 如 恩格斯 所 指出 的 “数学 上 各 种 数量 的 明 旺 的 相互 人 学 出 ,也 
并 不 证 明 它 们 的 先 验 的 来 源 ,而 只 是 证 明 它们 合理 的 相互 关系 ”。( 对 于 实践 与 理论 
思维 的 辩证 关系 ,在 第 三 节 中 还 将 作出 进一步 的 分 析 。》 


第 二 节 ”数学 方法 的 抽象 性 


本 节 所 说 的 数学 方法 主要 是 指 公 理化 方法 。 自 欧 几 里 得 的 时 代 开 始 ,公理 化 方 
法 就 已 成 为 对 数学 理论 进行 严格 表述 的 最 有 效 方法 ;我 们 用 公理 刻画 出 理论 中 所 涉 
及 的 原始 概念 的 最 基本 性 质 ;然后 ,再 用 逻辑 推理 逐步 地 演绎 出 其 他 的 命题 (定理 )， 
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从 而 将 所 有 的 结论 (公理 ,定理 ?组 织 成 一 个 有 机 的 整体 。 由 于 严格 的 数学 理论 都 必 
须 采 取 公理 系统 的 形式 ,又 由 于 在 这 样 的 系统 中 大 部 分 数学 命题 (定理 ) 的 真理 性 并 
非 直接 建立 在 观察 与 实验 之 上 ,而 是 建立 在 公理 的 真理 性 (以 及 逻辑 法 则 的 有 效 性 ) 
之 上 ,因此 ,就 如 亚历山大 洛 夫 所 说 ;不仅 数学 的 概念 是 抽象 的 .思辨 的 ,而 且 数 学 
的 方法 也 是 抽象 的 .思辩 的 。” 

与 应 用 的 广泛 性 一 样 ,数学 方法 的 抽象 性 在 很 大 程度 上 也 是 由 研究 对 象 的 抽象 
性 所 决定 的 。 由 于 数学 所 研究 的 是 “纯粹 ”的 量 , 任 何 观察 或 实验 的 对 象 则 都 必然 具 
有 特定 的 质 的 内 容 , 因 此 ,我 们 就 不 能 满足 于 对 数学 命题 进行 实际 的 检验 ,而 还 必须 
从 理论 上 去 对 此 加 以 论证 (例如 ,我 们 可 以 对 成 于 上 万 个 三 角形 的 内 角 去 进行 度量 ， 
但 这 并 不 能 代替 关于 “三 角形 内 角 和 等 于 180” 这 一 欧 氏 几何 定理 的 证 明 ); 另 外 ,又 
由 于 任何 逻辑 证 明 都 必须 以 一 定 的 前 提 为 依据 ,因此 ,公理 化 方法 的 产生 及 其 在 数 
学 研究 中 的 广泛 应 用 就 是 必然 的 。 

从 数学 的 发 展 历史 看 ,公理 化 方法 曾经 历 了 由 实质 的 公理 化 方法 经 由 形式 的 公 
理化 方法 到 现代 的 元 数学 研究 的 发 展 。 这 种 发 展 是 与 数学 的 整体 发 展 相 适 应 的 ,而 
且 也 集中 地 反映 了 数学 抽象 程度 的 不 断 提 高 。 下 面 就 从 这 样 的 角度 对 公理 化 方法 
的 历史 发 展 作出 介绍 与 分 析 。 


实质 的 公理 化 方法 ”实质 的 公理 化 方法 的 典型 代表 是 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》。 
在 这 一 著作 中 , 欧 几 里 得 把 先前 是 零乱 的 , 互 不 相关 的 几何 命题 组 织 成 了 一 个 有 机 
的 整体 。 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 是 如 此 的 成 功 ,以 致 一 直到 了 18 世纪 末 , 各 种 教科 
书 中 对 于 (初等 ) 几 何 题材 的 处 理 基 本 上 都 仍然 是 因 效 欧 几 里 得 的 ; 而且,《 几 何 原 
本 ;的 发 行 量 据 称 仅 次 于 《圣经 ) 而 居 世 界 第 二 。 

《几何 原本 》 对 很 多 自然 科学 家 的 成 长 也 曾 产生 过 十 分 重大 的 影响 。 例 如 , 爱 因 
斯 坦 就 曾 说 过 ,在 他 的 幼年 有 两 件 事 是 难以 忘怀 的 。 第 一 件 事 是 他 在 五 岁 时 得 到 一 
个 磁 罗 盘 的 礼品 ;第 二 件 是 七 年 后 他 得 到 一 本 欧 几 里 得 几何 学 的 启蒙 教科 书 。 他 写 
道 :“ 书 中 都 是 些 确定 的 论断 , 璧 如 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 这 个 论断 (虽然 一 点 也 
不 显然 ) 还 是 可 以 得 到 非常 精确 的 证 明 而 不 会 使 人 产生 怀疑 。 这 种 明 彻 和 确定 性 给 
我 留 下 了 不 可 泥 灭 的 印象 。” 另 外 ,罗素 在 他 的 自传 里 也 曾 写 道 ,“ 我 在 11 岁 的 时 候 ， 
开始 学 习 欧 几 里 得 几何 ,并 请 我 的 哥哥 教 我 。 这 是 我 一 生 中 的 一 件 大 事 , 它 使 我 像 
初恋 一 样 人 了 迷 , 我 当时 没有 想到 世界 上 还 会 有 这 样 有 趣 的 东西 .” 

具体 地 说 , 欧 几 里 得 所 采用 的 方法 是 这 样 的 ， 

他 首先 指明 了 几何 学 的 研究 对 象 , 即 点 、 线 、 面 等 。 并 且 , 他 给 这 些 对象 下 了 这 
样 的 “定义 ”: 点 是 “没有 部 分 的 那 种 东西 *,( 曲 ) 线 是 “没有 宽度 的 长 度 ”, 面 是 “只 有 


ps 


-数学 方法 论 入 门 
aw ph ALANZAAAY 


宽度 和 长 度 的 那 种 东西 ”等 等 。( 应 当 指明 ,按照 现代 的 观点 , 欧 几 里 得 的 上 述 定义 
并 不 是 十 分 恰当 的 ,因为 ,他 是 用 了 一 些 比 “点 ”、“ 线 ”“ 面 ”等 更 难以 把 握 的 概念 ,如 
“部 分 “宽度”“ 长 度 ” 等 ,来 对 它们 加 以 “定义 ”。 从 而 , 欧 几 里 得 在 此 所 给 出 的 事 
实 上 就 只 能 说 是 一 种 直观 的 解释 ,尽管 这 种 解释 对 于 概念 的 理解 是 有 用 的 ,但 在 巡 
辑 上 却 是 不 妥当 的 。) 

其 次 , 欧 几 里 得 引进 了 关于 这 些 对 象 的 一 些 明 显 事实 作为 不 加 证 明 而 直接 采用 
的 公设 。 他 所 采用 的 公设 共有 五 条 : 

”公设 一 ,从 任 一 点 到 另 一 点 作 直 线 (是 可 能 的 )， 

公设 二 ,把 有 限 直线 不 断 循 直线 延长 (是 可 能 的 ); - 

公设 三 ,以 任 一 点 为 中 心 和 任 一 距离 (为 半径 ) 作 一 圆 ( 是 可 能 的 ); 

公设 四 ,所 有 直角 彼此 相等 ; 

公设 五 (平行 公设 ) , 若 一 直线 与 两 直线 相交 , 且 若 同 侧 所 交 两 内 角 之 和 小 于 两 
直角 , 则 两 直线 适当 延长 后 必 相 交 于 该 侧 的 一 点 。 

再 次 , 欧 儿 里 得 又 引进 了 五 条 更 为 一 般 的 断言 作为 公理 (按照 欧 几 里 得 的 用 法 ， 
公理 与 公设 的 区 别 在 于 :前 者 与 几何 的 研究 对 象 并 无 特殊 的 联系 。 但 后 人 对 公理 与 
公设 一 般 不 再 加 以 区 分 ,并 统一 称 为 “公理 ”): 

公理 一 ,与 同一 个 东西 相等 的 一 些 东 西 , 彼 此 之 间 也 是 相等 的 ; 

公理 二 ,等 量 加 等 量 ,总 量 仍 相等 ; 

公理 三 ,等 量 减 等 量 , 余 量 仍 相等 ， 

公理 四 ,彼此 重合 的 东西 是 相等 的 ; 

公理 五 ,整体 大 于 部 分 。 

最 后 ,从 公理 ( 设 ) 出 发 , 欧 几 里 得 借助 于 逻辑 演绎 逐步 得 出 了 各 种 几何 命题 , 即 
所 谓 的 定理 。 这 种 定理 在 4 几何 原本 》 中 共有 467 条 之 多 。 

由 于 欧 儿 里 得 的 (几何 ) 公 理 系 统 具 有 特定 的 对 象 (或 者 说 ,这 一 公理 系统 被 认 
为 是 从 属于 这 些 特 定 对 象 的 ), 又 由 于 这 些 对 象 具有 明显 的 直观 背景 一 -现实 空间 
《从 而 人 们 就 可 用 所 谓 的 直观 性 作为 判断 公理 真理 性 的 依据 ) ,因此 ,这 种 公理 系统 
就 被 称 为 “实质 的 公理 系统 ”。 简 单 地 说 ,实质 公理 系统 就 是 “对 象 一 公理 一 演绎 ” 
系统 。 

形式 的 公理 化 方法 的 形成 ”实质 的 公理 化 方法 与 当时 的 数学 发 展 水 平 (更 为 一 
般 地 说 ,与 当时 的 认识 水 平 ) 是 相 适 应 的 。 具 体 地 说 ,在 很 长 的 时 间 内 ,数学 的 研究 
只 限于 算术 (代数 ) 与 几何 这 样 两 个 分 支 ,由 于 算术 与 几何 的 研究 对 象 都 具有 明显 的 
直观 背景 ,因此 数学 就 被 认为 是 对 于 某 些 特定 对 象 的 研究 。 例 如 , 欧 氏 几何 就 被 认 
为 是 关于 空间 的 绝对 真理 ,从 而 也 就 是 惟一 可 能 的 几何 理论 ;类 似 地 ,通常 的 算术 理 
论 则 被 认为 是 关于 数量 关系 的 绝对 真理 ,也 即 是 惟一 可 能 的 算术 理论 。 这 样 ,公理 
化 方法 的 研究 也 就 长 期 停留 于 实质 的 公理 化 方法 的 水 平 。 
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由 于 数学 的 发 展 ,上 述 那 种 认为 数学 是 对 于 某 些 特定 对 象 的 研究 的 传统 观念 逐 
渐 被 打破 了 ,这 也 就 直接 促成 了 由 实质 的 公理 化 方法 到 形式 的 公理 化 方法 的 发 展 。 
造成 这 种 变化 的 主要 原因 有 

第 一 ,由 于 非 欧 几何 在 数学 中 地 位 的 确立 , 欧 氏 几何 不 再 被 认为 是 惟一 可 能 的 
几何 理论 ,而 各 种 几何 理论 同时 存在 的 局 面 则 就 意味 着 几何 理论 不 再 从 属于 某 种 特 
定 的 对 象 。 例 如 , 正 是 从 这 样 的 观念 出 发 ,人 们 逐渐 认识 到 了 “自由 地 ?建立 各 种 几 
何 理论 的 可 能 性 。 辟 如 ,既然 我 们 可 以 用 罗氏 平行 公理 (“过 直线 外 一 点 ,可 以 作 不 
止 一 条 直线 与 已 知 直线 相 平行 代替 原来 的 欧 氏 平行 公理 , 那 也 就 可 以 提出 另 一 种 
新 的 “平行 公理 ”:“ 过 直线 外 一 点 ,根本 不 存在 与 已 知 直线 相 平行 的 直线 ”>。 事 实 上 ， 
这 就 是 黎 受 几何 中 的 平行 公理 。 因 此 ,在 一 定 的 意义 上 , 黎 曼 几 何 就 可 看 成 < 思维 自 
由 想像 ”的 产物 .@ 

第 二 ,正如 第 3 章 中 所 已 指出 的 ,哈密 尔 顿 的 四 元 数 代数 的 建立 标志 着 代数 从 
“自然 数 及 其 自然 法 则 的 束缚 下 永远 解放 出 来 *, 从 而 ,人 们 似乎 也 就 可 以 任意 地 去 
建立 各 种 可 能 的 代数 系统 (有 限 的 与 无 限 的 ;满足 乘法 交换 律 与 不 满足 乘法 交换 律 
的 ……)。 这 样 ,代数 的 研究 也 就 不 再 从 属于 某 种 特定 的 对 象 。 

第 三 ,除去 上 述 的 由 “单一 性 ”向 “多 样 性 ”的 发 展 外 ,现代 数学 也 表现 出 了 新 的 
统一 性 。 就 形式 的 公理 化 方法 的 形成 而 言 ,以 下 的 认识 是 特别 重要 的 ;尽管 若干 个 
数学 理论 可 能 具有 不 同 的 研究 对 象 , 但 它们 的 逻辑 结构 却 可 能 完全 相同 。 例 如 , 按 


照 通常 的 定义 方式 ,具有 形式 {”，“ } 的 特殊 类 型 的 矩阵 的 加 法 及 乘法 运算 可 进行 
如 下 : 


( +( 人 1 
(5 小， ( =- 人 0): 
因此 ,如 果 完 全 局 限于 这 类 和 矩阵 的 讨论 的 话 ,所 得 出 的 代数 结构 与 复数 域 的 结 


构 就 是 相同 的 (只 需 令 {”，“ ) .va 十 于 就 可 清楚 地 看 出 )。 更 为 一 般 地 说 , 则 就 下 


如 著名 数学 家 布 劳 维尔 所 指出 的 :19 世纪 的 数学 发 展 “ 反 复 表明 了 多 么 复杂 的 理论 
都 可 以 从 一 个 数学 领域 传递 到 另 一 个 数学 领域 ……”; 从 而 ,人 们 也 就 逐渐 形成 了 这 
样 的 观点 :对 于 数学 研究 来 说 ,重要 的 并 不 在 于 所 研究 的 对 象 是 什么 ,而 是 在 于 对 象 
间 的 相互 关系 (逻辑 结构 )。 这 也 就 如 布 劳 维尔 所 指出 的 , “这些 发 现 看 来 的 确 表明 


图 为 了 避免 蔬 盾 ,这 时 还 需要 对 其 他 一 些 欧 氏 公理 作出 适当 的 修改 ,因为 ,从 这 些 公理 可 以 推出 “至 少 存 
在 有 一 条 平行 线 ” 的 结论 。 
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了 ,对 于 数学 理论 来 说 ,只 有 逻辑 形式 才 是 最 重要 的 ”这 样 , 由 实质 的 公理 化 方法 向 
形式 的 公理 化 方法 的 发 展 就 不 可 避免 了 。 

形式 的 公理 化 方法 ” 正 是 在 上 述 的 特定 历史 背景 下 ,公理 化 方法 经 历 了 由 实质 
的 公理 化 方法 到 形式 的 公理 化 方法 的 发 展 。 后 一 方法 在 希 尔 伯 特 的 4 几何 基础 》 
(1899 年 出 版 ) 中 得 到 了 典型 的 表现 。 

具体 地 说 ,以 下 关于 几何 研究 的 新 观点 即 可 被 认为 构成 了 希 尔 伯 特 的 几何 研究 
的 一 个 基本 立场 : 欧 几 里 得 关于 点 、 线 , 面 的 定义 在 数学 上 其 实 并 不 重要 ,它们 之 所 
以 成 为 讨论 的 中 心 完 全 是 由 于 它们 与 所 选择 的 公理 之 间 的 关系 ;因此 ,不 论 所 讨论 
的 对 象 是 什么 (是 点 、 线 . 面 ,还 是 别 的 什么 东西 ), 只 要 它们 满足 公理 所 表述 的 事实 ， 
那么 ,由 这 些 公 理 出 发 经 由 演绎 所 得 出 的 定理 对 它们 来 说 也 都 是 成 立 的 ,这 也 就 是 
说 ,通常 所 谓 的 ( 欧 氏 ?几何 理论 就 可 看 成 关于 这 种 对 象 的 一 个 理论 。( 正 是 在 这 样 
的 意义 上 , 希 尔 伯 特 说 :“ 我 们 必定 可 以 用 桌子 椅子 和 啤酒 杯 来 代替 点 、 线 、 面 .”) 显 
然 ,在 这 样 的 理解 下 ,几何 理论 与 原先 的 特定 对 象 之 间 的 联系 就 被 切断 了 。 

按照 上 述 的 精神 , 希 尔 伯 特 对 传统 的 几何 题材 进行 了 新 的 处 理 ， 

“设想 有 三 组 不 同 的 对 象 ,第 一 组 对 象 叫做 点 (而 不 是 : “是 点 ”一 一 注 )……”, 和 希 
尔 伯 特 这 样 来 引进 几何 学 的 研究 对 象 。 然 后 , 希 尔 伯 特 指出 ,这 些 对 象 的 性 质 在 于 
它们 的 相互 关系 一 一 对 此 可 以 用 “在 …… 之 上 ”在 …… 之 间 ”“ 合 同 于 ”平行 于 ” 连 
续 ” 这 样 一 些 概 念 来 刻画 ,这 些 概 念 的 严格 含义 则 由 如 下 的 五 组 公理 来 确定 ， 

第 一 组 (1 一 8) ,连结 公理 。 如 工 ; :给 定 两 点 A,B, 总 有 一 直线 a 存在 ,使 A,B 在 
其 上 。 

第 二 组 (1 一 4) ,次 序 公理 。 如 开 ; :如 果 点 B 介 于 A,C 之 间 , 那 么 A,B,C 是 同一 
直线 上 的 三 个 不 同 点 ,而 且 B 也 介 于 C,A 之 间 。 

第 三 组 (1 一 5) ,合同 公理 。 如 亚 ; :如 果 两 线段 都 合同 于 第 三 线段 ,那么 第 一 线段 
也 合同 于 第 二 线段 。 

第 四 组 ( 欧 几 里 得 ) 平 行 公理 。 于 :在 一 平面 上 通过 已 知 直线 外 一 点 ,只 可 以 引 
一 条 直线 ,使 它 与 已 知 直线 相 平 行 。 

第 五 组 (1 一 2) ,连续 公理 。 如 V1( 阿 基 米 德 公理 ) :如果 AB 和 CD 是 任意 两 条 
线段 ,那么 在 直线 AB 上 存在 若干 个 点 Al , Az 9 ,人 A， ,使 线段 44， ,AiA; ,A:A; 9 
A,-14; 都 合同 于 CD ,并 使 B 介 于 A 和 A, 之 间 。 

最 后 ,从 这 些 公理 出 发 , 希 尔 伯 特 借助 逻辑 演绎 来 展开 几何 理论 。 

显然 ,在 这 样 的 处 理 下 ,原来 的 几何 理论 所 包含 的 特定 意义 , 即 对 象 的 直观 背景 
就 完全 被 舍弃 了 ,因为 我 们 现在 所 从 事 的 已 不 再 是 某 种 特定 对 象 的 研究 ,而 只 是 由 
给 定 的 前 提 ( 公 理 ) 出 发 去 进行 演绎 。( 由 于 直观 意义 的 丧失 ,所 说 的 公理 也 失去 了 
原来 的 意义 , 即 不 再 具有 “自明 性 ”或 “必然 性 ”, 而 只 能 说 是 一 种 用 以 作为 演绎 基础 
的 “假设 ”; 另 外 ,也 正 因为 现在 不 再 是 由 对 象 决 定 公理 ,而 事实 上 是 由 公理 决定 对 
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象 ,因此 所 说 的 公理 又 常常 被 称 为 关于 对 象 的 “ 隐 定 义 ”。) 总 之 ,现在 的 公理 系统 已 
不 再 是 原来 的 实质 的 公理 系统 ,也 即 不 再 是 所 说 的 “对 象 一 公理 一 演绎 ?系统 了 ,而 
是 成 了 一 种 “假设 一 演绎 ”系统 。 这 也 就 是 所 谓 的 “形式 的 公理 系统 ”。 

由 于 形式 的 公理 系统 所 反映 的 已 不 只 是 某 种 特定 的 研究 对 象 的 性 质 ,而 是 许多 
具有 相同 数学 结构 的 对 象 的 共同 性 质 ,因此 ,和 实质 的 公理 化 方法 相 比 ,形式 的 公理 
化 方法 就 具有 更 为 重要 的 数学 意义 ;另外 ,公理 化 方法 的 这 一 发 展 显然 也 标志 着 数 
学 的 抽象 达到 了 新 的 、 更 高 的 水 平 。 


二 、 元 数学 的 研究 与 现代 的 数学 观 


元 数学 的 研究 ”由 于 数学 发 展 的 需要 , 希 尔 伯 特 自 20 世纪 20 年 代 起 集中 从 事 
了 数学 基础 的 研究 ,并 逐步 发 展 起 了 一 门 新 的 数学 理论 :元 数学 。 

所 谓 元 数学 ,笼统 地 说 ,就 是 指 把 数学 理论 (如 自然 数理 论 .几何 理论 等 ) 作 为 一 
个 整体 加 以 研究 。 例 如 ,关于 公理 系统 相 容 性 的 研究 就 属于 元 数学 的 范围 ,因为 这 
时 我 们 所 关注 的 已 不 是 个 别 命题 的 证 明 , 而 是 整个 理论 的 逻辑 结构 , 即 其 是 否 包含 
两 个 直接 相 矛 盾 的 结论 。 从 历史 的 角度 看 , 希 尔 伯 特 的 4 几何 基础 } 事 实 上 即 已 包括 
了 元 数学 的 研究 。 例 如 ,在 这 一 著作 中 , 希 尔 伯 特 在 实数 的 算术 理论 中 为 欧 氏 几何 
构造 了 一 个 模型 ,从 而 证 明了 几何 理论 相对 于 实数 理论 的 相 容 性 ;另外 , 希 尔 伯 特 还 
利用 构造 模型 的 方法 证 明了 《几何 基础 ) 中 所 采用 的 五 组 公理 是 彼此 独立 的 , 丽 这 种 
关于 公理 独立 性 的 研究 也 属于 元 数学 的 范围 。 然 而 ,只 是 在 数学 基础 的 研究 中 , 希 
尔 伯 特 才 更 系统 、 更 明确 地 发 展 起 了 元 数学 的 理论 (他 并 因此 被 称 为 “元 数学 之 
父 ”)。 希 尔 伯 特 所 提出 的 元 数学 理论 主要 包括 ， 

第 一 ,在 元 数学 的 研究 中 ,应 当 明 确 区 分 两 种 不 同 的 理论 :对 象 理论 和 元 理论 。 
其 中 ,对 象 理论 是 元 数学 的 研究 对 象 ;元 理论 则 是 我 们 在 对 对 象 理 论 进行 研究 时 ( 例 
如 ,证 明 其 相 容 性 ?所 采用 的 数学 理论 。 

第 二 ,为 了 对 已 有 的 数学 理论 实行 元 数学 的 研究 ,应 当 把 它们 组 织 成 所 谓 的 “ 形 
式 系统 ”。 应 当 注 意 的 是 ,这 里 所 说 的 形式 系统 不 同 于 前 面 所 说 的 “形式 的 公理 系 
统 ”: 在 形式 系统 中 我 们 必须 明确 地 说 明 所 使 用 的 逻辑 规则 ,也 即 必 须 用 机 械 的 变形 
(演算 ) 去 代 蔡 建立 在 意义 分 析 之 上 的 逻辑 推理 ;另外 ,在 形式 系统 中 又 必须 实行 彻 
底 的 符号 化 ,也 即 应 当 从 相应 的 理论 中 完全 抽 去 它 所 包含 的 真实 意义 ,这 就 是 说 ,在 
形式 系统 中 我 们 所 从 事 的 只 是 按照 机 械 的 法 则 去 对 无 意义 的 符号 ( 串 ) 实 行 纯 形式 
的 变形 (和 组 合 )。 

严格 地 说 ,形式 系统 是 由 以 下 两 个 部 分 组 成 的 : 

(1) 组 成 部 分 :中 明 确 地 列举 出 理论 中 所 使 用 的 “原始 符号 "(包括 数 学 和 你 辑 
的 符号 ) ;@ 明 确 地 说 明 哪 些 符号 序列 组 成 “合式 公式 ”( 这 相当 于 有 意义 的 命题 ) 。 
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《2) 推理 部 分 。 人 明确 地 列 出 所 有 不 加 证 明 而 采用 的 合式 公式 , 即 公理 ;GO 明 
确 地 列 出 所 有 的 变形 规则 (相当 于 推理 规则 ) ,借助 于 这 些 规则 ,可 以 从 一 些 合式 公 
式 得 出 男 一 些 合式 公式 , 即 得 出 所 谓 的 “可 证 命题 ”。 

另外 ,形式 系统 中 对 于 有 关 特 性 的 描述 必须 是 有 效 的 。 这 就 是 说 ,对 于 形式 系 
统 的 描述 必须 达到 这 样 的 要 求 :按照 给 定 的 .机 械 的 方法 ,可 以 在 有 限 步骤 内 判定 : 
人 一 个 符号 是 否 为 系统 内 的 原始 符号 ;@ 一 个 符号 序列 是 否 构成 系统 内 的 合式 公 
式 ;@@ 一 个 合式 公式 是 否 为 公理 ;四 从 一 组 合式 公式 能 否 变形 出 另 一 组 合式 公式 。 

按照 希 尔 伯 特 的 观点 ,这 种 把 数学 理论 组 织 成 形式 系统 的 要 求 是 完全 必要 的 ， 
因为 ,只 有 这 样 ,理论 的 逻辑 结构 才能 得 到 充分 暴露 ,从 而 也 才 有 可 能 对 此 实行 元 数 
学 的 研究 。 

第 三 ,作为 数学 基础 研究 的 具体 规划 , 希 尔 伯 特 提 出 ,我 们 应 当 用 有 限 的 方法 去 
证 明 由 己 有 的 数学 理论 (首先 就 是 自然 数理 论 ) 抽 象 而 出 的 形式 系统 的 相 容 性 。 由 
于 希 尔 伯 特 认为 有 限 的 方法 是 绝对 可 靠 的 ,因此 , 希 尔 伯 特 确信 ,一 旦 上 述 规 划 ( 这 
一 规划 后 来 被 称 为 “ 希 尔 伯 特 规划 ”) 得 到 了 实现 ,数学 的 可 靠 性 问题 也 就 一 劳 永 逸 
地 得 到 了 解决 (参见 第 5 章 )。 

从 数学 的 历史 发 展 来 看 ,元 数学 思想 的 提出 具有 十 分 重大 的 意义 : 它 标志 着 数 
学 的 研究 达到 了 新 的 .更 高 的 水 平 。 对 于 这 一 发 展 可 以 这 样 来 形容 :如果 说 过 去 人 
们 只 是 在 各 种 数学 理论 的 内 部 从 事 数学 的 研究 ,那么 ,现在 就 已 开始 超出 这 些 理论 ， 
或 者 说 是 站 在 理论 之 上 去 考察 数学 理论 的 整体 性 结构 了 。 因 此 ,尽管 希 尔 伯 特 规则 
的 基本 目标 , 即 是 用 有 限 的 方法 证 明 形式 算术 系统 的 相 容 性 ,并 没有 能 够 实现 ,但 元 
数学 的 思想 与 相关 的 研究 仍然 产生 了 很 多 重要 的 成 果 。 例 如 ,著名 的 哥 德 尔 不 完备 
性 定理 就 是 这 种 研究 最 为 重要 的 成 果 之 一 。 另 外 ,从 公理 化 方法 的 发 展 这 一 角度 
看 ,我 们 则 又 可 以 说 ,元 数学 的 研究 标志 着 公理 化 方法 发 展 到 了 一 个 新 的 阶段 。 

哥 德 尔 不 完备 性 定理 可 以 表述 如 下 ， 

任何 以 形式 算术 系统 为 子 系统 的 形式 系统 ,如 果 是 相 容 的 ,就 一 定 是 不 完备 的 。 
这 也 就 是 说 ,不 可 能 建立 这 样 的 形式 系统 , 它 是 相 容 的 ,而 且 , 所 有 与 算术 真 命题 相 
对 应 的 合式 公式 也 都 能 够 在 这 一 系统 中 得 到 证 明 ( 从 而 是 完备 的 ) 。 

从 上 述 定 理 出 发 ,机 德尔 还 引出 了 如 下 的 推论 ; 

对 于 任 一 有 限 公 理化 的 形式 系统 来 说 ,都 不 可 能 存在 这 样 的 相 容 性 证 明 , 它 可 
以 在 系统 内 得 到 表述 。 

由 于 有 限 性 方法 可 以 在 算术 系统 内 得 到 表述 ,因此 用 有 限 性 方法 证 明 形式 算术 
系统 的 相 容 性 就 是 不 可 能 的 。 从 而 ,这 也 就 清楚 地 表明 了 希 尔 伯 特 规则 的 基本 目标 
是 不 可 能 实现 的 。 

现代 的 数学 观 公理 化 方法 的 现代 发 展 直接 导致 了 数学 观 的 演变 。 首 先 ,由 于 
元 数学 思想 的 提出 ,在 数学 研究 中 人 们 的 着 眼 点 就 从 个 别 命题 的 演绎 扩展 到 了 整个 
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理论 逻辑 结构 分 析 。 其 次 ,由 于 数学 理论 的 形式 化 在 一 定 意义 上 就 意味 着 内 容 与 形 
式 的 分 离 , 因 此 也 就 给 数学 思想 带 来 了 极 大 的 “自由 性 ”: 人 们 似乎 可 以 任意 地 去 建 
立 各 种 “假设 一 演绎 ”系统 。 这 样 ,数学 的 研究 对 象 就 大 大 地 扩展 了 。 

总 之 ,按照 现代 的 观点 ,数学 的 研究 对 象 已 不 是 某 些 具体 的 ,特定 的 对 象 ,而 是 
抽象 的 数学 结构 @。 即 如 迪 多 内 所 说 ;:“ 从 1840 年 左右 开始 ,经 过 长 期 演化 之 后 ,至 
1920 年 左右 ,纯粹 数学 开始 主要 关注 于 研究 结构 而 不 是 关注 被 赋予 这 些 结构 的 对 
象 ,这 已 差不多 是 老生 常 谈 了 。” 进 而 ,现代 数学 所 研究 的 也 不 只 是 已 经 得 出 的 数学 
结构 ,而 且 还 包括 了 各 种 可 能 的 数学 结构 。 从 而 ,这 也 就 如 亚历山大 洛 夫 所 指出 的 ， 
“现代 数学 的 决定 性 特点 可 以 这 样 来 看 , 即 它 的 对 象 不 仅 是 已 给 出 的 ,而 且 也 是 可 能 
的 量 的 关系 和 形式 。…… 因此 ,简要 地 说 ,如 果 初 等 数学 是 常量 数学 , 继 其 后 的 一 个 
时 期 的 数学 是 变量 的 数学 ,那么 ,现代 数学 就 是 各 种 量 之 间 的 可 能 的 ,一 般 说 是 各 种 
变化 着 的 量 的 关系 和 相互 联系 的 数学 ”。 显 然 ,数学 观 的 这 一 演变 也 就 更 为 清楚 地 
表明 了 现代 数学 研究 所 达到 的 高 度 抽象 性 。 


第 三 节 数学 发 展 的 一 般 规律 


上 面 我 们 已 从 研究 对 象 与 论证 方法 这 样 两 个 角度 对 数学 的 抽象 性 进行 了 分 析 ， 
与 第 3 章 中 关于 美学 的 考虑 在 数学 发 展 中 作用 的 分 析 一 样 ,这 里 的 论述 也 可 被 看 成 
对 于 理论 思维 在 数学 发 展 中 作用 的 直接 肯定 。 为 了 更 清楚 地 说 明理 论 思 维 的 作用 ， 
以 下 再 从 一 般 角度 对 理论 思维 与 实践 的 辩证 关系 作 一 简单 分 析 。 


一 、 实 践 对 于 数学 发 展 的 决定 性 作用 


| 


社会 实践 决定 了 数学 发 展 的 基本 方向 ”如 前 所 述 , 迪 多 内 是 法 国 布尔 巴 基 学 派 
的 主要 成 员 之 一 ,该 学 派 十 分 强调 对 于 数学 结构 的 抽象 分 析 ; 然而, 迪 多 内 却 用 十 分 
明确 的 语言 来 反对 毫 无 根据 的 抽象 。 他 写 道 :“ 可 能 对 我 们 有 潜伏 危险 的 仅仅 是 本 
身 那 种 只 是 希望 胜 过 前 辈 的 毫 无 根据 的 抽象 .更 为 一 般 地 说 ,尽管 数学 可 能 由 于 纯 
粹 的 理论 思维 (美学 的 考虑 、 概 念 的 抽象 分 析 ……) 得 到 一 定 的 发 展 ,但 是 ,又 只 有 那 
些 在 自然 科学 和 技术 中 找到 了 应 用 ,或 者 在 具有 这 种 应 用 的 那些 理论 的 重要 概括 中 
起 了 作用 的 数学 理论 , 才 可 能 得 到 持续 的 发 展 ,并 能 牢固 地 被 列 人 到 科学 之 中 。 例 
如 ,尽管 微 积分 理论 (无 穷 小 分 析 ) 的 萌芽 可 以 追溯 到 古 希 腊 , 但 只 是 到 了 16 世纪 以 


名 ”从 而 ,如 果 我 们 在 今天 仍然 坚持 “数学 的 研究 对 象 是 量 ” 这 一 说 法 的 话 ,就 必须 对 “ 量 ” 的 概念 作出 广义 
的 理解 ,特别 是 ， 数 ”和 " 形 ”已 不 能 被 看 成 * 量 ”的 基本 意义 , 毋 宁 说 ,“ 结 构 ? 是 一 个 更 为 恰当 的 解释 。 
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后 ,由 于 科学 技术 发 展 的 迫切 需要 (特别 是 运动 的 研究 的 需要 ), 微 积分 理论 才 得 到 
了 迅速 的 发 展 ,并 最 终 导 致 了 由 初等 数学 时 期 向 变量 数学 时 期 的 过 渡 。 

总 的 来 说 ,社会 实践 就 决定 了 数学 发 展 的 基本 方向 。 

社会 实践 是 检验 数学 理论 真理 性 的 最 终 依 据 ”就 数学 真理 性 问题 的 研究 而 言 ， 
首先 应 当 明 确 的 是 ,我 们 的 着 眼 点 不 应 是 个 别 的 命题 ,而 是 整体 性 的 理论 。 例 如 , 正 
如 非 欧 几 何 的 发 展 所 已 表明 的 ,我 们 不 应 孤立 地 去 考虑 “究竟 是 欧 氏 平行 公理 为 真 ， 
还 是 罗氏 平行 公理 为 真 ” 这 样 一 个 问题 ,而 应 就 整个 几何 理论 ( 欧 氏 几何 、 非 欧 几 何 ) 
的 真理 性 来 进行 分 析 。 

正 是 基于 上 述 的 思考 ,我 们 容易 看 出 ,逻辑 的 证 明 不 能 代替 实践 的 检验 ,因为 ， 
前 者 所 证 明 的 只 是 命题 (定理 ) 相 对 于 前 提 ( 公 理 ) ,或 者 说 相对 于 整个 理论 的 真理 性 
《对 此 我 们 不 妨 称 为 “内 部 真理 性 ”); 与 此 相对 照 ,整体 性 理论 的 真理 性 (可 以 称 为 
“外 部 真理 性 ”) 则 仍然 依赖 于 实践 的 检验 。 

其 次 ,就 整体 性 的 数学 理论 而 言 ,实践 的 检验 作用 主要 表现 于 理论 的 可 应 用 性 。 
具体 地 说 ,如 果 一 个 数学 理论 在 客观 实际 的 某 个 方面 找到 了 实践 性 的 应 用 ,这 就 证 
明 这 种 理论 是 对 于 客观 世界 ( 某 个 侧面 ?的 正确 反映 ,也 即 具 有 一 定 的 真理 性 ;反之 ， 
如 果 它 不 适用 于 客观 实际 的 某 个 方面 ,这 就 证 明 这 种 理论 具有 一 定 的 局 限 性 ,而 如 
果 一 个 理论 始终 未 能 在 客观 实际 中 找到 任何 实践 性 的 应 用 ,那么 这 种 理论 就 不 能 看 
作对 于 客观 实在 的 正确 反映 ,也 即 不 能 认为 它 具有 任何 的 真理 性 。 


一 、 数 学 概念 的 辩证 性 质 


为 了 更 清楚 地 说 明理 论 思维 与 实践 的 辩证 关系 ,还 可 从 数学 研究 对 象 的 辩证 性 
质 这 一 角度 作出 分 析 。 

如 前 所 述 ,在 此 我 们 必须 首先 肯定 数学 研究 对 象 的 抽象 性 。 如 恩格斯 所 说 :“ 全 
部 所 谓 纯 数学 都 是 研究 抽象 的 , 它 的 一 切 数量 严格 说 来 都 是 想像 的 数量 ”其 次 ,我 
们 则 又 应 当 清 楚 地 看 到 数学 研究 对 象 的 客观 意义 :由 于 数学 思维 建立 在 对 于 真实 世 
界 直 接 或 间接 的 认识 之 上 ,因此 ,在 这 样 的 意义 上 ,我 们 也 就 应 当 说 ,数学 概念 并 不 
是 豪 无 客观 内 容 的 “ 纯 思 维 的 自由 创造 ,而 是 对 于 客观 实在 高 度 抽象 的 反映 。 正 如 
恩格斯 所 说 ;自然界 对 这 一 切 想像 的 数量 都 提供 了 原型 。” 

总 的 来 说 ,数学 的 研究 对 象 就 其 本 性 而 言 具有 辩证 的 性 质 : 它 既 是 抽象 思维 的 
产物 ,又 具有 一 定 的 客观 实在 性 ;在 形式 上 是 主观 的 ,在 内 容 上 则 是 客观 的 。( 在 此 
我 们 也 就 可 以 更 为 清楚 地 看 到 数学 家 与 诗人 的 类 似 之 处 :诗人 无 疑 需要 丰富 的 想像 
力 , 但 是 ,艺术 的 生命 在 于 真实 ,因此 ,和 数学 家 的 “作品 "一样 ,诗人 的 作品 也 具有 一 
定 的 辩证 性 , 即 既 源 于 现实 ,又 高 于 现实 )。 

显然 ,数学 研究 对 象 的 辩证 性 质 也 就 从 又 一 角度 更 为 清楚 地 表明 了 理论 思维 与 
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实践 的 辩证 关系 :它们 既 互 相对 立 , 又 互相 依赖 ,彼此 不 可 分 割地 联系 在 一 起 。 
.三 > 数学 发 展 的 一 般 规 律 _ 


依据 前 面 的 分 析 , 我 们 也 就 可 以 对 数学 发 展 的 一 般 规律 作出 简要 的 分 析 。 

数学 发 展 的 重要 特点 之 一 是 抽象 程度 的 不 断 提高 ;但 是 ,除去 这 种 由 具体 到 抽 
象 的 发 展 以 外 ,数学 中 也 存在 有 由 抽象 到 具体 的 发 展 。 实 际 情况 是 ,数学 不 仅 是 实 
在 世界 的 最 一 般 性 的 量 与 空间 形式 的 科学 ,而 且 也 是 现实 世界 的 那些 最 具有 特殊 
性 、 实 践 性 与 多 样 性 的 量 与 空间 形式 的 科学 。 因 为 ,如 果 不 是 这 样 来 说 明 情 况 的 话 ， 
则 就 未 免 太 忽视 计算 数学 (包括 机 器 数学 、 数 值 数学 , 诺 模 图 等 ) .统计 数学 (包括 诸 
特殊 分 支 ) 以 及 运筹 学 等 部 门 在 近代 数学 中 的 地 位 了 。 从 而 ,就 如 徐 利 治 先生 在 《 数 
学 方法 论 选 讲 ) 一 书 中 所 指出 的 ,以 下 即 应 被 看 成 关于 现代 数学 的 一 个 更 为 恰当 的 
“定义 ”:“ 数 学 作为 实在 世界 的 最 一 般 的 量 与 空间 形式 的 科学 ,同时 又 作为 实在 世界 
中 最 具有 特殊 性 .实践 性 及 多 样 性 的 量 与 空间 形式 的 科学 。” 

总 之 ,把 数学 的 发 展 形式 惟一 地 归结 为 抽象 程度 的 不 断 提高 是 不 妥当 的 。 正 确 
的 说 法 应 是 :数学 是 在 抽象 与 具体 化 的 辨证 运动 中 ,在 理论 思维 与 实践 的 共同 作用 
下 ,实现 自己 的 无 限 发 展 的 。 
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在 欧 氏 几何 的 全 体 公设 中 ,为 什么 惟有 第 五 公设 (平行 公理 ) 引 起 了 人 们 极 大 的 
怀疑 ? 数论 中 的 一 些 问 题 ,如 哥 德 巴赫 猜想 等 ,为 什么 历经 数 百 年 的 研究 却 仍然 没 
有 得 到 彻底 的 解决 ? 微 积 分 理论 的 本 质 是 什么 ? 集合 论 的 本 质 又 是 什么 ? 如果 对 
这 些 问 题 进行 研究 的 话 , 不 难 发 现 ,它们 都 与 无 限 的 问题 直接 有 关 。 正 因为 此 ,这 些 
间 题 的 解决 才 会 显得 如 此 之 困难 ,以 致 耗费 了 人 们 大 量 的 时 间 和 精力 ;而 也 正 因 如 
此 ,它们 才 会 对 数学 家 们 有 如 此 巨大 的 吸引 力 ,相应 的 研究 结果 也 才 会 在 数学 中 占 
有 如 此 重要 的 地 位 。 

例如 ,平行 公理 之 所 以 会 引起 人 们 的 普遍 关注 , 主要 地 就 是 因为 它 与 直线 的 无 
限 性 有 关 。 然 而 ,在 长 达 1 000 年 的 历史 时 期 内 ,这 一 问题 却 成 了 数学 家 的 一 个 “到 
梦 ”。 例 如 , 非 欧 几何 的 创始 人 之 一 是 匈牙利 数学 家 鲍 慎 ,其 父 在 劝阻 他 别 去 从 事 平 
行 公理 的 研究 时 就 曾 说 过 :希望 你 不 要 再 作 克 服 平行 线 理论 的 尝试 了 。 你 会 花 掉 
所 有 的 时 间 而 终身 不 能 证 明 这 个 问题 。…… 它 会 剥夺 你 的 一 切 余 上 暇 、 健 康 、 休 息 和 
所 有 的 幸福 。 这 个 地 狱 般 的 黑暗 将 吞食 掉 成 于 个 像 牛 顿 那样 的 巨人 。……: 这 是 永 
远 留 在 我 心里 的 巨 创 .” 但 是 , 鲍 耶 并 没有 听从 父亲 的 劝告 ,而 是 坚持 从 事 平行 公理 
的 研究 ,并 最 终 “ 从 乌有 中 创造 出 了 另 一 个 新 奇 的 世界 ”。 

男 外 ,也 只 有 认识 到 自然 数 的 无 限 性 质 , 我 们 才能 深切 地 体会 到 哥 德 巴赫 猜想 
等 问题 的 困难 程度 。 在 数学 的 发 展 历史 上 , 阿 基 米 德 就 曾 创造 出 了 书写 任意 大 的 数 
的 方法 。 在 “ 计 砂 法 ”一 文中 ,他 曾 自豪 地 写 道 “有 人 认为 ,无 论 是 在 叙 拉 古 , 还 是 在 
整个 西西 里 岛 ,或 者 在 世界 上 所 有 有 人 烟 和 无 人 迹 之 处 ,沙子 的 数目 是 无 穷 的 。 也 
有 人 认为 ,这 个 数目 不 是 无 穷 的 ,然而 要 表达 出 比 地球 上 沙子 数目 还 要 大 的 数字 是 
做 不 到 的 。…… 但 是 ,我 要 告诉 大 家 ,用 我 的 方法 ,不 但 能 表示 出 占 地 球 那 么 大 地 方 
的 沙子 的 数目 ,其 至 还 能 表示 出 占据 整个 宇宙 空间 的 沙子 的 总 数 .” 阿 基 米 德 所 给 出 
的 方法 与 现代 的 记 数 法 是 相 类 似 的 ,用 它们 的 确 可 以 写 出 任意 大 的 数 来 ;但 是 ,难道 
我 们 能 用 这 样 的 方法 把 所 有 的 自然 数 都 写 出 来 吗 ? 显然 不 能 ! 因为 ,无 论 我 们 达到 
了 多 人 么 大 的 数 ,与 无 限 的 自然 数 序列 相 比 , 也 只 是 后 者 的 一 个 微不足道 的 部 分 。 从 
而 ,就 如 诗人 哈 莱 所 说 ; 

“我 将 时 间 堆 上 时 间 , 世 界 堆 上 世界 ， 

将 庞大 的 万 千 数 字 , 堆 积 成 山 ， 
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假如 我 从 可 怕 的 峰 冲 ， 

学 眩 地 再 向 你 看 ， 

一 切 数 的 乘 方 ,不 管 乘 二 万 遍 ， 

还 是 够 不 着 你 一 星 半点 。” 

正 因为 有 无 穷 多 个 上 自然数 , 想 要 彻底 解决 哥 德 巴赫 猜想 那样 的 问题 就 是 十 分 困 
难 的 。 但 是 ,数学 家 们 并 没有 因此 而 感到 苦 惧 , 他 们 决心 用 自己 的 辛勤 劳动 来 征服 
无 限 。 例 如 ,我 国 数学 家 陈景润 就 是 一 个 奋力 攀登 哥 德 巴 幸 猜想 这 一 科学 高 峰 的 勇 
士 。 他 废寝忘食 ,潜心 思考 ,探测 精 蕴 , 进 行 了 大 量 的 推理 和 演算 。 终 于 登 上 了 (1 十 
2) 的 台阶 。 | 

无 限 的 王国 就 是 那样 的 神秘 莫 测 ,难以 征服 , 它 吸 引 着 一 批 又 一 批 . 一 代 接 一 代 
的 数学 家 为 攀登 无 限 的 高 峰 而 奋斗 。 正 如 希 尔 伯 特 所 说 :从 来 就 没有 任何 问题 能 
像 无 限 那样 , 深 深 地 触动 着 人 们 的 情感 ;没有 任何 观念 能 像 无 限 那样 , 曾 如 此 卓 有 成 
效 地 激励 着 人 们 的 理智 ;也 没有 任何 概念 能 像 无 限 那样 ,是 如 此 迫切 地 需要 予以 
澄清 .” 

在 这 一 章 中 ,我 们 将 从 方法 论 的 角度 对 无 限 的 问题 进行 分 析 和 讨论 。 


第 一 节 思维 “自由 ”想像 的 理想 场所 


国内 的 一 个 杂志 曾经 摘 译 了 苏联 关于 平行 公理 的 一 篇 小 品 文 。 这 篇 文章 是 这 
样 写 的 : 

“老师 离开 黑板 , 拌 了 拌 手 上 的 粉笔 灰 说 :“ 现 在 请 大 家 做 笔记 :平行 的 两 条 直 
线 ,任意 加 以 延长 , 永 不 相交 。? 

学 生 们 低下 头 在 本 子 上 写 着 。 

“平行 的 两 条 直线 …… 永 不 …… 相 交 …… 西 多 罗 夫 ,你 为 什么 不 记 呢 ?? 

“我 在 想 。” 

“ 想 什 么 呢 ?? 

“为 什么 它们 不 会 相交 呢 ?? 

“为 什么 ?我 不 是 已 经 讲 过 ,因为 它们 是 平行 的 蚜 。? 

“那么 ,要 是 把 它们 延长 到 一 千 米 ,也 不 会 相交 吗 ?? 

“当然 啦 。” 

“要 是 延长 到 两 千 米 呢 ?? 

“也 不 会 相交 的 。? 

“要 是 延长 到 5 000 千 米 ,它们 就 会 相交 了 吧 ?， 

“不 会 的 。 
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“有 人 试验 过 吗 ?” 

“这 道理 本 来 就 很 清楚 ,用 不 着 试验 ,因为 这 是 一 条 公理 。…… 是 不 需要 证 明 的 
真理 呀 。 

“那么 ,不 论 什么 定理 都 可 以 叫做 公理 ,也 就 用 不 着 证 明了 吗 ?” 

“不 是 任何 一 条 定理 都 可 以 叫做 公理 。? 

“那么 为 什么 这 一 条 定理 就 可 以 叫做 公理 呢 ?……… ’ 

“因为 这 是 欧 几 里 得 说 的 。? 

“要 是 他 说 错 了 呢 ?” 

“你 瞧 ,我 在 黑板 上 画 给 你 看 …… 怎 么 样 ,相交 了 没有 ?? 

“暂时 没有 。” 

“好 ,你 再 看 ,我 在 墙 上 接着 画 ,…… 相 交 了 没有 ??” 

没有。 

“你 还 要 怎样 呢 ?， 

“要 是 再 延长 ,延长 到 墙 的 背面 上 去 呢 ?” 

“现在 我 全 明白 了 ,你 简直 是 个 无 赖 ,你 心里 很 明白 ,但 就 是 存心 要 跟 我 扯皮 。? 

“出 去 ! 老师 喊 了 起 来 ,“ 收 抬 起 你 的 书包 见 你 的 父母 去 吧 。? 

西 多 罗 夫 收拾 起 书包 ,抽泣 着 走出 教室 。” 

显然 , 西 多 罗 夫 事实 上 并 没有 错 ; 真 正 犯 错误 的 却 是 他 的 老师 。 因 为 ,他 力图 把 
学 生 的 “自由 想像 "纳入 某 个 固定 的 “框架 ”; 而 如 果 没 有 像 西 多 罗 夫 那样 的 “探究 ” 精 
神 , 就 根本 不 可 能 有 非 欧 几何 的 发 展 。 

一 般 地 说 ,正如 第 4 章 中 所 已 指出 的 ,丰富 的 想像 力 对 于 数学 研究 具有 十 分 重大 
的 意义 ;而 无 限 则 为 思维 的 “自由 ”想像 提供 了 最 为 理想 的 场所 。 因 为 ,由 于 人 类 认 
识 活动 的 有 限 性 ,对 于 与 无 限 有 关 的 问题 就 不 可 能 依靠 经 验 的 方法 直接 地 加 以 检验 
(例如 ,我 们 显然 无 法 用 实验 的 方法 直接 对 两 条 平行 直线 无 限 延长 是 否 会 相交 这 一 
问题 作出 检验 ), 而 只 能 依靠 想像 .依靠 理性 思维 去 把 握 。 这 样 ,在 无 限 的 问题 上 , 思 
维 就 获得 了 极 大 的 自由 性 。 例 如 ,在 射影 几何 中 , 直线 就 被 想像 成 一 种 封闭 图 形 : 它 
的 两 端 在 无 穷 远 点 处 连结 了 起 来 。 另 外 , 鲍 耶 则 依据 以 下 的 想法 而 发 展 起 了 非 欧 
几何 : 

“由 已 知 直线 外 一 点 作 直 线 与 此 相交 ,如 果 我 们 将 所 作 直 线 围 绕 定点 转动 ,交点 
就 将 越 移 越 远 , 最 终 则 将 根本 没有 交点 ,但 此 时 直线 仍 将 微微 倾向 于 已 知 直线 (如 图 
5- 1): : 
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图 5=1 
显然 ,如 果 将 直线 再 转 过 去 一 点 ,就 更 不 能 与 已 知 直线 相交 ,除非 它 开 始 从 另 一 
方向 倾向 于 已 知 直线 (图 5- 2)。 从 而 ,通过 已 知 点 就 有 两 条 临界 直线 : 介 于 这 两 条 
直线 之 间 的 任何 直线 都 不 与 已 知 直线 相交 ,而 那些 弯曲 得 较 厉害 的 直线 则 将 与 已 知 
直线 相交 。” 


图 5-2 
纵 观 数学 的 发 展 历史 ,这 种 由 于 无 限 而 导致 的 自由 想像 曾 极 大 地 促进 了 数学 的 
发 展 。 非 欧 几 何 与 射影 几何 的 建立 就 是 典型 的 例子 。 下 面 我 们 再 对 无 穷 小 方法 与 
康 托 的 超 穷 数理 论 作 简单 的 介绍 。 


Si 变量 数学 的 研究 与 无 穷 小 方法 


ER 人 


无 穷 小 方法 的 早期 萌芽 ”无 穷 小 方法 ,笼统 地 说 ,就 是 对 无 穷 小 量 的 自由 应 用 
而 所 谓 的 ”无穷 小 量 ? 则 是 指 对 于 相应 对 象 进行 无 穷 分 割 的 最 终结 果 。 

无 穷 小 方法 的 早期 萌芽 可 以 追溯 到 古 希 腊 。 对 此 ,著名 微 积分 学 家 C. 波 耶 曾 指 
出 ;通过 公元 前 5 世纪 形成 的 学 说 ,无 穷 小 量 的 概念 就 已 经 作为 希腊 人 关于 物质 世 
界 本 原 的 设想 进入 了 数学 思潮 。 例如, 古 希腊 最 伟大 的 原子 论 者 德 并 克 利 特 就 曾 把 
原子 论 的 思想 应 用 于 数学 ,并 提出 了 所 谓 的 “数学 原子 论 ”, 即 认为 几何 形体 是 由 特 
殊 的 “数学 原子 ”组 成 的 ,而 它们 的 面积 或 体积 则 分 别 等 于 由 这 些 数 学 原子 所 组 成 的 
行列 或 原子 层 的 总 和 。 据 称 , 德 议 克利 特 曾 依据 这 样 的 分 析 方 法 计算 出 了 锥 体 的 体 
积 。 另 外 ,作为 其 哲学 立场 的 具体 表现 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 也 曾 提出 过 所 谓 的 “单子 
说 :按照 这 一 学 派 的 观点 ,单子 是 物质 客体 及 整个 自然 界 的 终极 元 素 ; 但 是 ,如 果 从 
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其 在 数学 中 的 应 用 来 看 ,单子 事实 上 就 相当 于 无 穷 小 量 。 例 如 ,几何 线段 就 被 说 成 
是 由 无 限 多 个 单子 构成 的 。 

应 当 指出 ,无 论 是 数学 原子 论 ,还 是 单子 说 ,都 只 是 一 种 大 胆 的 想像 ;但 是 ,这 些 
思想 对 后 来 的 数学 发 展 却 产生 了 深远 的 影响 。 例 如 , 波 耶 就 曾 指出 , 正 是 从 德 谋 克 
利 特 开始 ,“ 固 定 无 限 小 量 的 观念 顽固 地 粘 附 在 数学 上 了 ,每 当 逻 辑 无 济 于 事 的 时 
候 ,直观 就 常常 会 求助 于 它 ”。 

无 穷 小 方法 “16 世纪 前 后 ,由 于 实践 的 需要 ,数学 经 历 了 由 常量 (初等 ) 数 学 到 
变量 数学 的 重要 发 展 。 在 这 一 发 展 阶段 中 ,无 穷 小 方法 起 了 核心 的 作用 ,因为 ,当时 
的 数学 家 对 变量 进行 研究 的 主要 方法 就 是 无 穷 小 方法 。 

可 以 通过 两 个 实例 对 无 穷 小 方法 加 以 说 明 ， 

【 例 1】 作为 对 于 二 希腊 的 无 穷 小 方法 的 直接 继承 和 发 展 ,15 世纪 的 红 衣 主教 
尼古拉斯 曾 用 如 下 的 方法 求 得 了 圆 的 面积 (公式 ) ; 

首先 ,尼古拉斯 通过 无 穷 分 割 得 出 了 无 穷 小 三 角形 OAB 
(图 5- 3。 其 中 AB 代表 无 穷 小 量 )。 

其 次 ,尼古拉斯 指出 ,由 于 AB 是 无 穷 小 量 ,无 穷 小 三 角形 
OAB 就 既 可 以 被 看 成 直 边 三 角形 ,又 可 看 成 曲 边 三 角形 。 由 于 六 

B 


人 OAB 是 一 个 直 边 三 角形 , 它 的 面积 就 等 于 于。/ 。 (其 中 ,是 
AB 的 长 ,> 是 圆 的 半径 ); 又 由 于 它 是 一 个 曲 边 三 角形 , 它 的 无 
穷 累 积 就 是 圆 ,因此 加 的 面积 就 等 于 

>) 广 扩 一 屯 .Dl 一 广 ，2mr 二 mr 


这 样 ,尼古拉斯 就 利用 无 穷 小 方法 求 得 了 圆 的 面积 。 

【 例 2】 欧洲 文艺 复兴 时 期 以 后 ,由 于 研究 运动 物体 的 需要 ,无穷 小 方法 得 到 了 更 
加 广泛 的 应 用 。. 例如 , 费 马 就 曾 利用 以 下 的 方法 求 得 了 非 匀速 运动 物体 的 瞬时 速度 。 

首先 ,截取 一 个 时 间 间 隔 Ai, 并 求 出 运动 物体 在 这 一 时 间 间 隔 内 所 通过 的 距离 


As; 其 次 , 求 取 仿 ,显然 ,这 就 是 运动 物体 在 这 一 时 间 间隔 内 的 平均 速度 ;最 后 , 令 A 


图 5-3 


一 0, 这 时 所 截取 时 间 间隔 就 是 一 个 无 穷 小 量 (dt) ,而 相应 的 速度 健 就 是 运动 物体 在 


这 一 时 刻 的 瞬时 速度 。 

由 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,无 穷 小 方法 在 这 些 问题 中 的 应 用 应 当 说 是 十 分 自然 
的 。 具 体 地 说 ,由 于 变量 数学 所 研究 的 主要 是 非 均 匀 的 变化 (从 运动 的 角度 说 ,就 是 
非 匀速 运动 ;从 几何 的 角度 说 , 则 是 曲线 形 的 问题 ) ,因此 ,关键 就 在 于 如 何 把 非 均匀 
的 变化 转化 成 (已 经 得 到 解决 的 ) 均 匀 变 化 来 加 以 研究 (或 者 说 ,“ 变 非 匀速 运动 为 狠 
速 运动 ”以 及 “化 曲 为 直 ”) ;另外 ,又 由 于 无 穷 小 量 被 认为 是 无 穷 分 割 的 结果 ,而 所 请 
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的 “无 穷 分 割 " 事 实 上 就 包含 了 对 立 面 (匀速 运动 与 非 匀速 运动 . 直 与 曲 ) 的 转化 , 因 
此 ,无 穷 小 方法 在 微 积 分 理论 的 形成 时 期 就 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

与 古 希 腊 的 “数学 原子 论 " 和 “单子 说 "一样 ,无 穷 小 方法 在 逻辑 上 也 并 非 十 分 严 
格 的 (参见 第 二 节 ) ;但 是 ,在 很 长 的 时 间 内 ,大 部 分 数学 家 并 没有 因此 而 感到 忧虑 ， 
因为 ,实践 的 成 功 为 他 们 提供 了 必要 的 信心 。 总 的 来 说 ,在 19 世纪 以 前 ,无 穷 小 方法 
一 直 是 数学 家 们 从 事变 量 数学 研究 的 主要 方法 ,并 实际 促成 了 数学 在 几 个 世纪 内 的 
迅速 发 展 。 这 就 正如 波 耶 所 指出 的 ; “不管 如 何 ,这 个 方法 想 得 非常 好 ,使 它 立 刻 为 
数学 家 们 所 接受 。 结 果 ,无 穷 小 不 加 监 别 地 被 引入 分 析 学 ,牢固 地 占有 这 门 学 科 的 
基础 地 位 ,直至 两 个 世纪 以 后 , 才 让 位 于 严格 定义 的 导数 概念 ,成 为 微 积 分 的 基本 概 
念 。 事 实 上 ,即使 在 严格 的 极限 理论 建立 以 后 ,一 部 分 数学 家 仍然 坚持 了 无 穷 小 方 
法 的 应 用 和 研究 ;特别 是 20 世纪 60 年 代 , 无 穷 小 方法 通过 鲁 滨 孙 的 工作 在 严密 的 逻 
辑 基 础 上 得 到 重建 。 


二 、 康 托 关于 ( 无 穷 ) 集 合 与 超 穷 数论 的 研究 


集合 的 概念 与 一 一 对 应 原则 ”什么 是 集合 ? 对 此 ,集合 论 的 创建 者 .德国 著名 
数学 家 G. 康 托 曾 作 过 这 样 的 描述 ， 

所 谓 集合 ,是 指 把 确定 的 ,彼此 可 以 加 以 区 分 的 具体 或 想象 的 对 象 的 任意 组 合 
看 成 一 个 整体 。 

由 此 ,按照 康 托 的 解释 ,集合 的 概念 就 同时 包括 了 有 穷 的 集合 与 无 穷 的 集合 。 

由 于 数学 研究 的 需要 , 康 托 对 集合 .特别 是 无 穷 集合 进行 了 数量 研究 。1874 年 ， 
康 托 在 这 方面 迈 出 了 关键 的 一 步 ,他 提出 了 如 下 的 “一 一 对 应 原则 ”， 

如 果 在 两 个 集合 的 元 素 之 间 能 建立 一 一 对 应 ,就 说 这 两 个 集合 具有 相同 的 基数 
( 即 在 数量 上 是 相等 的 )。 

由 于 康 托 所 说 的 集合 同时 包括 了 有 穷 集合 与 无 穷 集合 ,因此 ,上 述 的 定义 事实 
上 就 把 数量 的 概念 从 有 限 扩展 到 了 无 限 , 即 是 引进 了 无 穷 数 ( 超 穷 数 ) 的 概念 全 
如 ,由 于 自然 数 集 是 一 个 无 穷 集合 (这 也 是 最 简单 的 无 穷 集合 ) , 它 的 基数 就 是 一 个 
无 穷 基数 一 一 对 此 康 托 记 为 兴 ,( 读 作 阿 里 夫 零 )。 另 外 ,由 于 在 自然 数 集合 与 所 有 侦 
数 的 集合 之 间 可 以 建立 如 下 的 一 一 对 应 ， 

1,2,3,°, 7". 

111 1 

2,4,6，……,27 

因此 ,偶数 集 的 基数 也 是 兴 。。 

应 当 指出 , 康 托 所 得 出 的 上 述 结论 在 很 大 程度 上 是 与 人 们 的 直觉 直接 相 违背 
的 。 因 为 ,这 可 以 说 是 一 个 十 分 根深 蒂 固 的 观念 , 即 “ 整 体 总 是 大 于 部 分 ”; 然 而 , 按 
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照 康 托 的 分 析 , 尽管 偶数 集 只 是 自然 数 集 的 一 个 部 分 ,两 者 却 具 有 相同 的 基数 ,也 即 
在 数量 上 是 相等 的 。 事 实 上 , 正 是 由 于 上 述 传统 观念 的 影响 ,在 很 长 时 期 内 大 多 数 
数学 家 都 认为 无 限 不 能 成 为 数学 的 研究 对 象 。 例 如 , 盆 利 略 在 1638 年 就 曾 指出 过 以 
下 的 事实 :在 自然 数 集合 及 其 平方 数 的 集合 之 间 可 以 建立 如 下 的 一 一 对 应 ( 昌 然 后 
者 也 只 是 前 者 的 一 个 部 分 ) : 

1，2，3，…，7，…， 

1 +1 + t 

12 ,22 ,32 ,12 ， 

伽利略 并 因此 而 得 出 了 这 样 的 结论 “对 无 限 来 说 ,相等 ,大 小 等 属性 是 无 意 
义 的 。” 

但 是 , 康 托 并 没有 为 传统 思想 所 束缚 ,而 是 大 胆 地 冲破 了 这 一 思想 棱 楷 ,从 而 发 
展 起 了 一 种 新 的 数学 理论 一 一 超 穷 数理 论 。 例 如 , 康 托 明 确 指 出 :“ 两 个 集合 ,其 中 
的 一 个 是 另 一 个 的 部 分 ,而 又 具有 相同 的 基数 ,这 是 经 常会 出 现 的 ,而 且 也 没有 什么 
闻 盾 。 我 认为 , 正 是 由 于 对 这 一 事实 缺乏 认识 , 才 形 成 了 关于 超 穷 数 引进 的 主要 障 
碍 .值得 指出 的 是 , 康 托 还 曾 对 所 说 的 传统 观念 的 错误 根源 进行 了 分 析 。 他 指出 ， 
这 种 观念 的 错误 就 在 于 : 它 " 从 一 开始 就 期 望 那些 数 应 当 具 有 有 穷 数 的 一 切 性 质 , 即 
是 把 有 穷 数 的 性 质 强加 于 无 穷 数 之 上 ”。 然 而 按照 康 托 的 观点 ,“ 这 些 数 如 果 能 以 任 
何 形式 被 理解 的 话 ,倒是 由 于 它们 和 有 穷 数 的 对 立 ,因此 ,它们 必须 具有 全 新 的 数量 
特征 ,这 些 性 质 完全 依赖 于 事物 的 本 性 ,…… 而 并 非 来 自 于 我 们 的 主观 任意 性 或 偏 
见 ,”" 显 然 , 与 传统 观点 相 比 , 康 托 的 认识 是 较为 正确 的 ; 正 因 如 此 , 康 托 才 可 能 成 功 
地 发 展 起 自己 的 超 穷 数理 论 。 

对 角 线 方法 和 康 托 定理 ”依据 一 一 对 应 原则 , 康 托 首先 对 各 种 已 知 的 集合 ,如 
自然 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 ,直线 上 的 点 集 ,平面 上 的 点 集 ,n 维 空间 中 的 点 集 ，,……: 
进行 了 数量 分 析 。 康 托 所 得 出 的 某 些 结论 是 十 分 新 奇 的 。 例 如 , 康 托 证 明了 :自然 
数 集 与 有 理 数 集 具 有 相同 的 基数 , 即 都 等 于 愉 ,。 又 ,一 条 直线 上 的 点 集 与 半 维 空间 
中 的 点 集 具有 相同 的 基数 。( 对 此 , 康 托 自己 写 道 :“ 我 看 到 了 它 ( 指 上 述 结论 的 证 
明 一 一 注 ) ,但 我 简直 不 能 相信 它 。”) 

另外 ,对 于 超 穷 数理 论 的 进一步 发 展 来 说 ,以 下 的 结论 是 特别 重要 的 ， 

实数 集 与 自然 数 集 具 有 不 同 的 基数 ( 即 在 这 两 者 之 间 不 可 能 建立 一 一 对 应 ) 。 

因为 ,这 一 结论 清楚 地 表明 了 无 穷 集 合 在 数量 上 并 不 都 是 相等 的 ,从 而 就 有 必 
要 系统 地 去 发 展 一 整套 的 超 穷 数 理论 。 

康 托 是 用 所 谓 的 “对 角 线 方法 "来 证 明 上 述 结 论 的 。 例 如 ,如 果 仅 就 (0,1) 间 的 
实数 进行 证 明 的 话 ,相应 的 证 明 就 可 表述 如 下 ， 

假设 在 (0,1) 间 的 实数 与 所 有 的 自然 数 之 间 建立 了 一 一 对 应 ,那么 , (0,1) 间 的 
每 一 实数 都 将 获得 一 个 编号 数 。 现 将 编号 数 为 n 的 实数 表述 为 : 
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Cr 一 0. QQn2 eeQm 
其 中 ,an (i 二 1,2,3,…) 是 0,1,2,…9 这 十 个 数字 中 的 一 个 。 这 样 (0,1) 中 的 所 有 实 
数 就 组 成 了 如 下 的 矩阵 ; 


Ql Ql CQ12 413 Cln 
C2 C21 CQ22 CQ23 C2n 
C3 Q31 CQ32 CQ33 Uan 
Un Qnl Qn2 Un3 商机 Um 


其 中 ,an ,azz ;ass，…,am，… 都 处 于 对 角 线 的 位 置 上 ,因此 我 们 就 把 它们 统称 为 “对 角 
线 元 素 ”。 
现 按 照 如 下 的 法 则 构成 一 个 新 数 5 二 0. 515.…6,…, 其 中 ， 
_ am 十 1, 如 果 am 天 8 且 aw 去 9 
1, 如 果 a 二 8 或 a 二 9 

由 2 的 构成 , 它 显 然 不 同 于 任 一 a,; 但 由 于 5 也 是 (0,1) 中 的 一 个 实数 ,因此 , 依 
据 前 面 的 假设 , 它 又 必然 等 同 于 某 一 a, ,矛盾 。 

从 而 , 原 假 设 为 假 。 这 也 就 是 说 ,在 (0,1) 间 的 实数 与 自然 数 集 之 间 不 可 能 建立 
一 一 对 应 。 

由 于 上 述 论证 的 关键 在 于 构造 出 一 个 不 属于 已 知 集合 (在 此 是 指 (0,1) 间 所 有 
实数 所 组 成 的 “可 数 集 ”; {0. cuas…an…)) 的 “新 ”元 素 , 而 这 一 “新 ”元 素 则 又 是 通 
过 “对 角 线 元 素 ” 的 变动 得 以 构造 的 ,因此 ,这 一 方法 就 被 称 为 “对 角 线 方法 ”。 

正 因为 存在 数量 上 不 相等 的 无 穷 基 数 ,从 而 就 有 必要 对 超 穷 数 引进 “大 小 ”的 概 
念 。 康 托 所 给 出 的 关于 基数 “大 小 ”的 定义 是 这 样 的 : 

对 于 两 个 集合 M 与 NN 来 说 ,如 果 N 可 以 与 M 的 某 一 子 集 建立 一 一 对 应 ,M 却 
不 能 与 N 的 任何 一 个 子 集 建立 一 一 对 应 ,就 说 M 的 基数 大 于 N 的 基数 。 

由 于 自然 数 集 显然 可 以 与 实数 集 的 某 一 子 集 ( 即 自然 数 集 自身 ) 建 立 一 一 对 应 ， 
因此 ,由 上 述 定义 就 可 立即 推出 :实数 集 的 基数 大 于 汽 。。 

从 而 ,如 果 用 。 表示 实数 集 的 基数 ,就 有 c> 兴 。。 

其 次 ,作为 对 角 线 方法 的 进一步 应 用 , 康 托 又 证 明了 如 下 的 结论 ; 

在 任 一 集合 S 与 其 寡 集 PS (这 是 由 S 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 )@ 之 间 不 可 能 建 
立 一 一 对 应 。 

又 由 于 在 S 与 PS 的 某 一 子 集 ( 即 S 自身 ) 之 间 显 然 可 以 建立 一 一 对 应 ,因此 , 依 


n 


图 例如 , 设 S={1,2), 则 PS 就 是 由 以 下 四 个 集合 所 组 成 的 一 个 集合 ， 
g( 空 集 ), {1),{2), {1,2)。 
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据 上 述 关于 基数 大 小 的 定义 ,就 有 : 

任 一 集合 的 寡 集 的 基数 大 于 这 一 集合 的 基数 。 

这 就 是 著名 的 “ 康 托 定理 ”。 

康 托 定理 的 证 明 是 这 样 的 : 

假设 在 某 一 集合 S 与 其 寡 集 PS 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ( 记 为 有 ) ,我 们 就 可 
用 S 中 (在 这 一 对 应 下 ) 的 相应 元 素来 作为 S 的 各 个 子 集 ( 即 PS 中 的 每 一 个 元 素 ) 的 
“代表 ”。 在 此 我 们 就 将 与 S 中 的 元 素 z 相对 应 的 S 的 子 集 M 记 为 fz。 

现 就 任意 的 fz 考虑 相应 的 z 是 否 属 于 fz 的 问题 。 显 然 ,这 时 只 有 两 种 可 能 的 
情况 :或 者 zE fx, 或 者 x 儿 fx。 进 而 ,我 们 则 又 可 以 组 成 如 下 的 集合 : 

S 一 (zlzES 且 z& pz)。 

由 于 S 也 是 S 的 一 个 子 集 , 因 此 ,依据 上 述 假设 ,就 有 zE S, 使 得 S' 一 fz。 依 据 
排 中 律 这 时 又 必须 或 者 有 *E S ,或 者 有 z 华 S 。 但 如 果 xz€E S', 则 由 S' 的 定义 立即 
可 以 得 出 zfz, 即 zS ,矛盾 ;而 如 果 zfS , 即 xz fz, 则 由 S 的 定义 又 有 zES ， 
矛盾 。 由 于 矛盾 是 不 可 能 避免 的 ,这 就 证 明了 原 假 设 为 假 , 即 在 S 与 PS 之 间 不 可 能 
建立 一 一 对 应 。 

如 果 用 2 来 表示 基数 为 a 的 集合 的 震 集 的 基数 , 康 托 定理 就 可 表示 为 : 

2 >a; 
显然 ,如 果 我 们 由 自然 数 集 出 发 无 限制 地 去 实行 客 集 的 构造 , 则 就 可 以 得 出 无 穷 多 
个 越 来 越 大 的 基数 ;S36 ,2 ,228o ,.… 

延伸 原则 与 穷竭 原则 ”如果 一 个 集合 的 任何 两 个 元 素 之 间 都 具有 确定 的 次 序 
关系 ,那么 ,这 一 集合 就 称 为 是 全 序 的 ;又 如 果 某 一 全 序 集合 的 任 一 非 空子 集 都 有 一 
个 最 “ 先 ” 元 素 ( 在 给 定 的 次 序 下 ), 则 称 此 集合 为 良 序 集合 。 

对 于 良 序 集合 来 说 ,除去 基数 以 外 , 康 托 还 引进 了 序数 的 概念 : 包 

如 果 在 两 个 良 序 集合 之 间 可 以 建立 保 序 的 一 一 对 应 ,就 说 它们 有 相同 的 序数 。 

和 基数 的 研究 一 样 , 自然 数 的 集合 也 是 最 简单 的 无 穷 良 序 集合 。 康 托 把 自然 数 
集 的 序数 记 为 w, 并 以 此 为 基础 构造 出 了 无 穷 多 个 越 来 越 大 的 序数 。 具 体 地 说 , 康 托 
在 此 反复 应 用 了 如 下 几 条 原则 : 

(1) 延伸 原则 

由 任 一 给 定 的 序数 出 发 ,可 以 通过 “延伸 ”得 出 新 的 更 大 的 序数 。 例 如 ,由 w 出 
发 ,就 可 得 出 w 十 1,w 十 2,…。 

(2) 穷竭 原则 

给 定 任 一 有 特定 顺序 \ 但 其 中 并 无 最 大 元 素 的 集合 ,可 以 通过 “穷竭 ”得 出 一 个 


@@ ”对 于 有 穷 集合 来 说 ,基数 与 序数 的 概念 是 一 致 的 ;但 是 ,对 于 无 穷 集合 来 说 ,这 两 个 概念 就 不 相同 了 。 
例如 ,由 下 面 的 介绍 可 以 看 出 ,两 个 具有 相同 基数 的 集合 ,它们 的 序数 完全 可 能 不 相等 。 
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新 的 序数 , 它 大 于 原 集合 中 的 任何 一 个 序数 。 

例如 ,从 1,2,3,… 出 发 ,通过 “穷竭 ”就 可 得 出 oj; 从 w 十 1,w 十 2,… 出 发 , 则 可 得 
出 w 十 w, 即 w。2; 等 等 。 

由 此 ,通过 延伸 原则 与 穷竭 原则 的 反复 应 用 ,我 们 就 可 得 出 无 穷 多 个 越 来 越 大 
的 序数 . 

ww 十 1,w 十 2,…( 这 是 延伸 ) ;直至 wo 十 w, 即 w。2( 这 是 “穷竭 7);w。2 十 1,o。2 
十 2,…( 这 又 是 延伸 ); 直 至 (w*，2) 十 w, 即 w，3( 这 又 是 “穷竭 ”)…… 

上 面 这 些 序数 是 各 不 相同 的 ;但 是 ,可 以 证 明 , 它 们 又 都 具有 相同 的 基数 兴 。( 因 
此 , 康 托 把 它们 统称 为 “第 二 类 的 序数 ”)。 由 于 在 第 二 类 序数 中 并 无 最 大 的 数 , 因 
此 ,依据 穷竭 原则 ,又 可 得 出 一 个 新 的 序数 mw 。 在 康 托 看 来 ,这 就 是 “第 三 类 序数 ”的 
开始 数 ,也 即 可 由 w 出 发 ,通过 延伸 原则 和 穷竭 原则 的 反复 应 用 ,又 一 次 得 出 一 系列 
的 新 的 序数 :wi 十 1,w 十 2,…。 由 于 这 些 序数 又 都 具有 相同 的 基数 (对 此 , 康 托 记 为 
S31) ,因此 康 托 就 把 它们 统称 为 “第 三 类 的 序数 ”。 

上 述 过 程 显然 可 以 无 限制 地 继续 下 去 。 

最 后 ,作为 基数 分 析 的 一 般 原 则 , 康 托 又 引进 了 如 下 的 “限制 原则 ”: 

(3) 限制 原则 

每 一 个 新 数 类 的 基数 大 于 前 一 个 数 类 的 基数 ,而 且 是 第 一 个 这 样 大 的 。 

从 而 ,通过 上 述 三 个 原则 的 反复 应 用 ,我 们 就 可 得 出 一 系列 的 序数 类 ,它们 的 开 
始 数 分 别 为 : 

它们 的 基数 则 分 别 为 : 

Wo ,1 9 NN: 9"""o 

集合 论 的 "胜利 ” 由 于 康 托 的 集合 研究 是 对 于 传统 观念 的 直接 挑战 ,因此 ,他 
的 理论 从 一 开始 就 遭 到 了 剧烈 的 反对 ;但 是 ,集合 论 很 快 就 显示 出 了 强大 的 生命 力 。 
例如 ,在 1897 年 召开 的 第 一 次 国际 数学 家 大 会 上 ,A. 幸 尔 维 蒋 和 阿达 玛 就 曾 指出 了 
超 穷 数理 论 在 分 析 中 的 重要 应 用 ;不 久 以 后 ,集合 理论 又 在 测度 论 与 拓扑 学 中 得 到 
了 进一步 的 应 用 。 更 为 一 般 地 说 ,又 如 前 面 所 已 指出 的 , 随 着 现代 数学 基础 研究 的 
深入 ,集合 论 已 成 为 整个 数学 的 基础 ,这 样 集合 论 在 现代 数学 中 也 就 占据 了 越 来 越 
重要 的 地 位 。 由 于 集合 论 实质 上 就 是 关于 无 限 的 数学 理论 ,因此 ,就 如 希 尔 伯 特 所 
指出 的 :“ 在 弗 雷 格 、 戴 德 金 和 康 托 的 全 力 扶持 下 ,无 限 的 观念 可 谓 盛 极 一 时 ,并 终于 
登 上 了 皇位 ,无 限 在 它 的 扶 摇 直 上 的 发 展 中 达到 令 人 眩 尝 的 高 度 ,” 显 然 ,这 种 高 度 
的 成 功 也 就 是 思维 “自由 ?想像 的 光辉 成 就 。 

综 上 可 见 , 无 限 的 确 为 数学 家 的 “自由 ”想像 提供 了 理想 的 场所 ,而 且 ,这 种 思维 
的 “自由 ”想像 又 不 是 毫 无 意义 的 思想 游戏 ,而 是 对 于 数学 的 发 展 有 着 十 分 重要 的 意 
义 。 事 实 上 ,从 十 希腊 人 对 于 无 理 数 (无 限 不 循环 小 数 ) 的 认识 开始 ,人 类 对 于 数学 
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无 限 的 认识 的 每 一 次 深化 都 导致 了 数学 的 重大 进展 。 从 这 样 的 意义 上 ,我 们 也 就 可 
以 说 ,数学 就 是 无 限 的 科学 。 


第 二 节 对 于 人 类 智慧 的 重大 挑战 
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如 前 所 述 ,无 限 的 问题 在 数学 的 研究 中 占有 特别 重要 的 位 置 。 但 是 ,究竟 什么 
是 无 限 呢 ? 或 者 说 ,究竟 什么 是 无 限 的 本 质 呢 ? 对 此 ,数学 家 们 (及 哲学 家 们 ) 的 看 
法 是 各 不 相同 的 。 归 根 结 底 地 说 ,这 种 分 歧 又 可 归结 为 两 种 无 限 观 , 即 潜 无 限 的 观 
念 与 实 无 限 的 观念 的 斗争 。 

笼统 地 说 ,所 谓 潜 无 限 的 观念 是 指 把 无 限 看 成 一 种 过 程 、 一 种 永 无 止境 的 生成 
过 程 ; 实 无 限 的 观念 则 是 把 无 限 看 成 一 种 已 经 生成 了 的 (或 现实 存在 的 ) 对 象 。 在 人 
类 的 文明 史上 , 古 希 腊 的 亚 里 士 多 德 最 早 提出 了 潜 无 限 和 实 无 限 的 区 分 。 他 明确 地 
采取 了 “ 潜 无 限 论 者 ”的 立场 , 即 认为 只 能 承认 港 无限 ,而 不 能 承认 实 无 限 。 例 如 , 亚 
里 士 多 德 指出 : 量 在 现实 上 不 是 无 限 的 ,但 分 起 来 却 是 无 限 的 ,因此 ,只 有 潜能 上 的 
无 限 。 但 是 不 应 把 这 里 的 “ 洪 能 的 * 和 逆 像 是 “潜能 的 ’ 一 样 看 待 ;后 者 意味 着 ,将 有 
一 个 现实 的 塑像 ,但 无 限 不 是 这 样 , 不 会 有 现实 的 无 限 。” 

亚 里 士 多 德 是 通过 (数学 ) 无 限 的 具体 分 析 得 出 上 述 结论 的 。 他 指出 , (数学 ) 无 
限 有 两 种 基本 形式 , 即 加 起 来 的 无 限 与 分 开 来 的 无 限 。 由 于 在 分 的 方向 上 可 以 小 得 
超过 任 一 给 定 的 量 , 而 且 永 远 还 会 有 更 小 的 量 ;又 由 于 在 加 的 方向 上 可 以 大 得 超过 
任 一 给 定 的 数 ,而 且 永远 还 会 有 更 大 的 数 ,因此 , 亚 里 士 多 德 认为 ,相应 的 实 无 限 对 
象 (无 穷 小 量 \ 无 穷 数 ) 是 不 存在 的 ,或 者 说 ,它们 都 只 是 一 种 潜在 的 存在 。 例 如 , 亚 
里 士 多 德 写 道 ,无 限 的 数 是 潜能 的 ,不 是 现实 的 ,是 所 取 的 数 永 远 不 断 地 超过 任何 
已 定数 。…… 它 是 不 停止 的 ,不 断 更 新 的 ,就 像 时 间 和 时 间 的 数 一 样 ”他 又 说 :“( 无 
限 ) 在 量 方面 的 表现 是 ,被 分 的 量 永远 有 剩余 ……” 

两 种 无 限 观 的 区 分 并 不 是 一 种 纯粹 的 哲学 争论 , 它 对 于 数学 的 研究 也 具有 十 分 
重大 的 意义 。 例 如 ,究竟 应 当 把 全 体 自然 数 看 成 一 种 完成 了 的 集合 ( 即 是 采取 实 无 
限 的 观念 ) ,还 是 看 成 一 种 永 无 止境 的 生成 过 程 ( 即 是 采取 潜 无 限 的 观念 ) ,就 直接 影 
响 着 超 穷 数理 论 的 建立 。 因 此 ,从 亚 里 土 多 德 开 始 ,在 数学 的 历史 发 展 中 始终 贯穿 
着 两 种 无 限 观 的 斗争 ,而 争论 的 焦点 就 在 于 究竟 应 当 如 何 看 待 实 无 限 的 概念 和 方法 
在 数学 中 的 应 用 。 正 如 美国 数学 家 柯 享 所 指出 的 ,“ 对 于 无 穷 集合 的 态度 始终 是 数 
学 家 之 间 的 根本 分 界线 所 在 ”。 
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二 、 贝 克 莱 导论 与 严格 的 极限 理论 的 建立 
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芝 诺 悼 论 及 其 对 于 古 希 腊 数学 发 展 的 影响 ”如 前 所 述 , 德 并 克利 特 的 “数学 原 
子 论 "与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 “单子 说 "可 以 看 成 无 穷 小 方法 的 早期 萌芽 ;然而 ,也 正 是 
从 古 希腊 的 时 代 开始 ,一 些 哲 学 家 就 已 对 无 穷 小 量 的 自由 应 用 提出 了 怀疑 。 例 如 ， 
针对 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 提出 的 线段 是 由 (无 穷 多 个 ) 单 子 所 组 成 的 理论 , 埃 利 亚 学 派 
的 芝 诺 就 曾 提 出 “单子 是 否 有 长 度 ” 的 问题 。 他 指出 :“ 如 果 单子 有 长 度 的 话 ,那么 无 
限 多 个 单子 就 将 构成 一 条 长 度 无 限 的 线 ;而 如 果 单子 没有 长 度 的 话 ,那么 无 限 多 个 
单子 也 将 没有 长 度 ,” 更 为 一 般 地 说 , 芝 诺 还 曾 提出 了 如 下 四 个 著名 的 悖 论 ， 

(1) 两 分 法 悖 论 

提出 这 一 悖 论 的 目的 在 于 否定 运动 的 存在 ,其 理由 是 ;在 你 穿 过 一 段 距 离 之 前 ， 
必 先 穿 过 这 个 距离 的 一 半 ; 由 于 空间 是 无 限 可 分 的 ,因此 在 任何 一 定 的 空间 中 都 有 . 
无 穷 多 个 点 ,而 你 不 能 在 有 限 的 时 间 内 越过 无 穷 多 个 点 。 

(2) 阿 基 里 斯 悖 论 

动 得 最 快 的 东西 ( 古 希腊 著名 善 跑 者 阿 基 里 斯 ) 永 远 追 不 上 动 得 最 慢 的 东西 ( 乌 
龟 )。 因 为 , 阿 基 里 斯 首先 必须 到 达 乌龟 的 出 发 点 ,这 时 乌龟 会 向 前 走 了 一 段 路 ;于 
是 阿 基 里 斯 又 必须 赶 上 这 一 段 路 ,而 乌龟 又 会 向 前 走 了 一段 路 ;…… 因 而 ,他 只 是 念 
追 念 近 ,但 却 始终 追 不 上 它 。 

(3) 箭 的 悖 论 

飞 的 箭 是 静止 的 。 因 为 ,每 件 东西 在 占据 一 个 与 它 自身 相等 的 空间 时 是 静止 
的 ,而 飞 着 的 东西 在 任何 一 定 的 瞬间 总 占据 着 一 个 与 它 自身 相等 的 空间 ,因此 它 是 
不 动 的 。 

(4) 运动 场 导论 

一 半 的 时 间 可 以 等 于 一 倍 的 时 间 。 假 设 有 三 列 物体 ,其 中 的 一 列 (4) 当 其 他 两 
列 (B,C) 以 相等 的 速度 向 相反 方向 运动 时 是 静止 的 (图 5 - 4 甲 )。 在 B,C 走 过 同 样 
一 段 距离 的 时 间 中 ,越过 C 的 数目 ,要 比 它 越过 A 列 中 物体 的 数目 多 一 倍 (图 5-4 
乙 )。 因 此 , 它 用 来 越过 C 列 的 时 间 要 比 它 用 来 越过 A 列 的 时 间 长 一 倍 ;但 是 也 和 C 
用 来 走 到 A 的 位 置 的 时 间 却 是 相等 的 ,所 以 一 倍 的 时 间 等 于 一半 的 时 间 。 


4 . 4 
B < B 
Cr C 
〈 甲 ) ( 乙 ) 
图 5-4 


从 历史 上 看 , 芝 诺 的 上 述 悖 论 主要 是 用 来 反对 赫 拉 克利 特 的 流动 说 (运动 说 ) 与 
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维护 埃 利 亚 学 派 的 静止 说 的 ;但 由 于 这 些 悖 论 除 了 直接 涉及 空间 和 时 间 的 概念 以 
外 ,还 与 无 限 的 问题 有 着 密切 的 联系 (一 般 认为 ,前 两 个 悖 论 建立 在 潜 无 限 的 观念 之 
上 ,因为 其 中 假设 了 对 于 时 、 空 的 分 割 是 可 以 无 限 地 继续 下 去 的 ;第 三 个 悖 论 则 建立 
在 实 无 限 的 观念 上 ,因为 其 中 假设 了 时 间 是 由 瞬间 组 成 的 ), 因 此, 芝 诺 悖 论 的 提出 
也 就 表明 当时 的 人 们 对 于 无 限 的 认识 还 缺乏 严密 的 逻辑 基础 。 一 些 数学 史家 认为 ， 
后 者 并 最 终 导致 古 希 腊 人 对 于 无 限 采 取 一 种 笼统 的 排斥 态度 。 例 如 , 波 耶 就 曾 指 
出 :和 希腊 数学 家 (包括 阿 基 米 德 在 内 ) 是 把 无 限 排斥 在 他 们 的 推理 之 外 的 。 他 们 之 
所 以 排斥 无 限 ,原因 很 明显 : 直 党 这 时 还 不 能 为 它 提供 一 幅 清 楚 的 图 画 , 再 则 , 它 也 
没有 一 个 逻辑 基础 。” 

贝克 莱 悖 论 正如 前 面 所 已 指出 的 ,16 世纪 前 后 ,由 于 实践 的 需要 ,无 穷 小 方法 
在 数学 中 又 一 次 得 到 了 广泛 的 应 用 与 进一步 的 发 展 。 但 是 ,与 古 希腊 的 “数学 原子 
论 "或 “单子 说 "一样, 当时 的 无 穷 小 方法 也 缺乏 严格 的 逻辑 基础 ,从 而 ,也 就 有 所 谓 
的 “贝克 莱 悖 论 ”。 

笼统 地 说 ,贝克 莱 悖 论 可 以 表述 为 “无 穷 小 量 究竟 是 否 为 零 * 这 样 一 个 问题 :就 
无 穷 小 量 的 实际 应 用 来 看 , 它 必 须 是 零 又 不 是 零 ; 但 从 形式 逻辑 的 角度 说 ,这 无 疑 是 

一 个 矛盾 。 

例如 ,就 圆 的 求 积 问题 (第 一 节 例 1) 而 言 ,如 果 认定 无 穷 小 量 AB 为 零 ,那么 无 
穷 小 三 角形 O4B 就 根本 无 面积 可 言 (这 时 也 根本 不 存在 什么 三 角形 ); 而 如 果 认 定 
无 穷 小 量 AB 不 为 零 , 那 么 无 穷 小 三 角形 就 仍然 是 曲 边 三 角形 ,从 而 就 不 能 用 计算 直 
边 三 角形 的 方法 去 计算 它 的 面积 。 

类 似 地 ,就 非 匀速 运动 的 问题 (第 一 节 例 2) 而 言 ,如 果 认 定 无 穷 小 量 di 为 零 , 那 


么 9 就 相当 于 - ,按照 数学 的 传统 法 则 ,这 是 无 意义 的 (这 时 也 根本 没有 运动 发 生 ); 


而 如 果 认 定 无 穷 小 量 dt 不 为 零 , 这 时 所 求 得 的 法 就 仍然 是 平均 速度 ,而 不 是 瞬时 
速度 。 

正 因为 无 穷 小 方法 包含 有 矛盾 ,因此 , 早 在 1694 年 ,荷兰 数学 家 纽 文 蒂 就 对 无 穷 
小 量 的 应 用 提出 了 指责 。 其 后 ,在 贝克 莱 于 1734 年 出 版 的 名 为 (分 析 学 家 ) 的 小 册子 
中 ,这 种 指责 更 达到 了 高 潮 , 因 为 ,尽管 贝克 莱 的 目的 在 于 通过 对 微 积分 理论 的 批评 
为 神学 辩解 ,但 这 一 著作 的 确 十 分 有 效 地 揭示 了 无 穷 小 方法 中 所 包含 的 逻辑 矛盾 
(也 正 因 如 此 ,上 述 矛 盾 就 被 称 为 “贝克 菜 悖 论 ”) 。 

分 析 的 严格 化 与 严格 的 极限 理论 的 建立 ”由 于 来 自 实践 的 信心 ,数学 家 们 在 委 
长 时 期 内 仍然 坚持 了 无 穷 小 方法 的 应 用 :“ 他 们 完全 陶醉 于 已 取得 的 物理 成 就 ,以 致 
在 绝 大 部 分 情况 下 ,对 失去 的 严密 性 无 动 于 庄 ." 但 是 ,理论 在 数量 上 的 增长 必然 会 
引起 更 好 的 论证 理论 ,使 理论 系统 化 ,批判 地 审查 理论 的 基础 这 样 一 些 任务 。 到 了 
19 世纪 ,数学 界 中 就 出 现 了 一 个 叫 “批判 "的 运动 ,这 一 运动 的 目的 是 为 微 积分 理论 
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莫 定 一 个 可 靠 的 逻辑 基础 , 它 的 最 终 成 果 则 是 严格 的 极限 理论 的 建立 。 

一 般 认 为 ,近代 意义 下 的 严格 的 极限 理论 是 由 法 国 数学 家 柯 西 所 葛 定 的 。 他 在 
这 一 方面 的 主要 工作 有 : 

首先 , 柯 西 给 出 了 如 下 的 关于 极限 的 定义 : 

“车 代表 某 变量 的 一 串 数值 无 限 地 趋向 某 一 数值 时 ,其 差 可 任意 小 , 则 该 固定 值 
称 为 这 一 串 数值 的 极限 。” 

这 一 定义 完全 摆脱 了 与 几何 直观 的 联系 ,是 直至 那 时 为 止 所 给 出 的 关于 极限 的 
最 为 清楚 的 定义 。 

其 次 ,以 极限 概念 为 基础 , 柯 西 分 别 建立 了 连续 、 导 数 、 微 分 、 积 分 等 理论 。 例 
如 , 柯 西 所 给 出 的 关于 导数 的 定义 是 这 样 的 ， 

)—f(z) 


设 函 数 为 y= 二 f(z)。 给 变量 xz 以 一 个 增 量 Az 一 再 作 比 式 外 一 三 


这 一 比 式 在 i 趋向 0 时 的 极限 (如 果 它 存在 的 话 ) 就 称 为 y 对 于 的 导数 。 

在 柯 西 以 后 ,德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 等 进一步 从 事 了 这 一 方面 的 研究 。 例 
如 ,1872 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 戴 德 金 . 康 托 三 人 几乎 同时 地 建立 了 实数 理论 ,从 而 为 微 
积分 理论 莫 定 了 一 个 “可 靠 ” 的 基础 。 另 外 ,外 尔 斯 特 拉 斯 又 提出 了 著名 的 “se 一 6 原 
则 ”, 即 是 用 如 下 的 方式 给 出 了 极限 的 定义 : 

设 z=zo 是 函数 /zx) 定 义 域内 的 一 点 。 若 对 给 定 的 任 一 随意 小 的 数 se, 总 可 求 
得 另 一 数 9, 使 得 对 于 一 切 与 xz。 相差 小 于 5 的 xz 而 言 , 相 应 的 F(z) 与 某 一 数 工 的 差 
都 小 于 e, 则 称 数 工 为 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 极限 。 

这 样 ,极限 的 概念 就 不 再 包含 有 “运动 ”的 意义 , 即 完全 克服 了 表达 上 的 含糊 性 。 

将 严格 的 极限 理论 与 无 穷 小 方法 加 以 比较 ,可 以 看 出 : 

第 一 ,由 于 无 穷 小 量 被 认为 是 无 穷 分 割 的 结果 , 即 是 一 种 实 无 限 性 的 对 象 , 因 
此 ,无 穷 小 方法 实质 上 建立 在 实 无 限 的 观念 之 上 。 与 此 相反 ,极限 理论 则 建立 在 洪 
无 限 的 观念 之 上 ,因为 ,按照 柯 西 等 人 的 定义 ,极限 的 概念 所 强调 的 是 (逼近 ) 过 程 的 
无 限 性 ,从 而 就 是 一 种 潜 无 限 性 的 概念 。 

第 二 ,由 于 严格 的 极限 理论 完全 排斥 了 实 无 限 意义 上 的 无 穷 小 量 ( 例 如 ,尽管 在 
极限 理论 中 有 时 也 提 到 无 穷 小 量 ,但 后 者 被 定义 为 “以 零 为 极限 的 变量 ”, 也 即 可 以 
无 限 地 趋 近 于 零 , 但 绝对 不 等 于 零 , 从 而 就 只 是 在 潜 无 限 的 意义 下 得 到 了 应 用 ), 因 
此 ,贝克 莱 悖 论 在 形式 上 就 得 到 了 排除 。 正 因 如 此 ,从 19 世纪 下 半 叶 起 ,极限 理论 就 
连 渐 取代 无 穷 小 方法 并 在 分 析 中 占据 了 统治 地 位 ,而 这 也 就 意味 着 对 于 数学 中 实 无 
限 观 念 的 否定 。 


[4 
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和 站 
3 A Angythim AAA 


三 、 集 合 论 停 论 二 数字 的 故而 -危机 


康 托 的 实 无 限 观念 ”在 分 析 的 严格 化 后 不 久 , 由 于 康 托 的 集合 论 研究 ,数学 中 
的 无 限 观 又 经 历 了 一 次 重大 的 变化 。 

由 前 面 的 介绍 可 以 知道 ,集合 论 特别 是 超 穷 数理 论 ,事实 上 建立 在 实 无 限 的 观 
念 之 上 ,因为 如 果 不 承认 实 无 限 的 概念 和 方法 ,那么 ,即使 是 超 穷 数 理论 的 最 简单 开 
展 也 是 不 可 能 的 。 例 如 ,所 谓 的 “穷竭 原则 ”事实 上 就 是 指 把 相应 的 集合 看 成 是 完成 
了 的 对 象 , 而 如 果 没 有 穷竭 原则 ,第 一 个 无 穷 序数 w 的 引进 就 是 不 可 能 的 ;另外 ,如 果 
没有 对 角 线 方法 ,也 就 不 可 能 开展 出 基数 理论 ,而 对 角 线 方法 事实 上 也 建立 在 实 无 限 的 
观念 之 上 ,因为 ,只 有 " 走 遍 ? 原 来 的 集合 (例如 ,由 所 有 的 a, 二 0. aaae…an… 所 组 成 的 
集合 ) ,我 们 才能 用 对 角 线 方法 构造 出 不 属于 这 一 集合 的 “新 ”元 素 (5==0. bb…)。 

对 于 这 种 实 无 限 的 立场 , 康 托 本 人 也 是 清楚 地 认识 到 了 的 。 例 如 ,针对 各 种 反 
对 的 意见 , 康 托 就 曾 明确 地 指出 ,在 数学 中 要 完全 排斥 实 无 限 的 概念 是 不 可 能 的 。 
因为 ,首先 ,数学 中 很 多 最 为 基本 的 数学 概念 ,如 一 切 正 整数 .圆周 上 的 一 切 点 等 , 事 
实 上 都 是 实 无 限 的 概念 ;其 次 ,极限 理论 归根 结 底 地 说 仍然 建立 在 实 无 限 的 概念 之 
上 ,因为 ,极限 理论 是 以 实数 理论 为 基础 的 ,而 实数 理论 的 建立 则 必须 以 这 样 或 那样 
的 实 无 限 概念 作为 基础 ;最 后 ,承认 作为 变量 的 潜 无 限 就 必须 承认 实 无 限 ,因为 , 变 
量 如 能 取 无 穷 多 个 值 , 则 就 必须 有 一 个 先前 给 定 的 .不 能 再 变 的 取 值 域 ,而 这 个 域 就 
是 一 个 实 无 限 性 的 对 象 。 

正 因为 康 托 的 集合 理论 建立 在 实 无 限 的 观念 之 上 ,因此 集合 论 的 “胜利 ”就 被 认 
为 是 实 无 限 观念 的 胜利 。 或 如 数学 家 瑞 德 所 说 ,无 限 终于 “被 关 进 了 数学 家 的 笼子 ”。 

集合 论 悖 论 与 数学 的 基础 “危机 ” 然而 ,正当 数学 家 们 为 集合 论 的 “胜利 ”感到 
欣喜 的 时 候 , 在 集合 论 中 却 又 发 现 了 悖 论 。 其 中 ,最 著名 的 就 是 罗素 在 1902 年 提出 
的 “罗素 悖 论 ”. 

按照 一 个 集合 是 否 属于 自己 可 以 对 集合 进行 归 类 。 现 将 所 有 那些 不 属于 自身 
的 集合 组 成 一 个 新 的 集合 ,并 记 为 S, ,从 而 就 有 zE Soe>*zGz。 

现 考虑 So 是否 属 于 自己 。 依 据 排 中 律 ,这 时 必然 有 S,€ So ,或 SvE& Su。 但 是 ， 
如 果 SoESo, 则 由 So 的 定义 ( 它 仅 由 那些 不 属于 自己 的 集合 所 组 成 ) 可 知 ,S。 不 属于 
自己 , 即 S,4 So, 蔬 盾 ; 而 如 果 S。& So, 则 仍然 由 So 的 定义 ( 它 由 所 有 那些 不 属于 自 
己 的 集合 组 成 ) 可 知 ,So 属于 So, 即 SoE So 矛盾 。 

从 而 ,矛盾 是 不 可 避免 的 。 

除去 罗素 悖 论 以 外 ,集合 论 中 还 有 所 谓 的 “ 康 托 悖 论 ” 和 “ 布 拉 里 一 福 蒂 悖 论 ”， 
它们 分 别 涉及 康 托 的 基数 理论 和 序数 理论 。 

康 托 悖 论 是 这 样 的 : 
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i = 反 人 


依据 康 托 定理 , 任 一 集合 M 的 寡 集 PM 的 基数 大 于 M 的 基数 。 如 果 我 们 用 到 表 
示 集 合 M 的 基数 ,就 有 丽人 >M。 现 考虑 由 所 有 集合 组 成 的 集合 S( 称 为 大 全 集 ), 依 据 
康 托 定理 ,就 有 PS>5; 但 由 于 S 是 全 集 ,PS 就 是 它 的 子 集 , 从 而 又 有 PS<<5, 了 矛盾。 

布 拉 里 一 福 蒂 悖 论 的 构造 与 康 托 悖 论 是 十 分 相似 的 ， 

依据 序数 理论 可 以 证 明 , 所 有 小 于 某 一 序数 8. 且 包含 这 一 序数 在 内 的 一 切 序数 
所 组 成 的 集合 也 是 良 序 集 ,而 且 它 的 序数 就 等 于 (8 十 1) 。 现 考虑 由 所 有 序数 组 成 的 
集合 WW。 可 以 证 明 ,W 是 一 个 良 序 集 ,因此 有 序数 Q。 由 定义 可 知 :Q 大 于 任何 一 个 
序数 ;但 Q 本身 也 是 一 个 序数 ,从 而 就 有 Q>Q, 矛 盾 。 . 

对 上 述 悖 论 进 行 分 析 , 可 以 看 出 ,它们 涉及 集合 论 ( 超 穷 数理 论 ) 中 的 各 个 基本 
概念 ,因此 ,这 些 悖 论 的 发 现 就 清楚 地 表明 集合 理论 是 包含 有 矛盾 的 。 

悖 论 在 数学 中 的 出 现 是 一 件 严重 的 事情 。 因 为 ,正如 著名 逻辑 学 家 塔 尔 斯 基 所 
指出 的 ,我们 知道 ,一 个 有 矛盾 的 理论 一 定 包含 假 命题 ,而 我 们 是 不 愿意 把 一 个 已 
被 证 明 包含 假 合 题 的 理论 看 成 可 接受 的 .因此 , 悖 论 的 出 现 就 引起 了 人 们 对 于 集合 

论 可 靠 性 的 怀疑 。 另 外 ,又 由 于 集合 论 已 经 成 为 整个 数学 的 基础 ,因此 集合 论 悖 论 
所 动摇 的 就 不 仅 是 集合 论 本 身 ， 而 且 是 整个 数学 。 即 如 希 尔 伯 特 所 说 : “必须 承认 ， 
由 于 悖 论 的 出 现 所 造成 的 形势 是 难以 忍受 的 。 只 要 设想 一 下 ,数学 中 人 人 都 在 学 
习 、 使 用 的 这 些 定义 和 演绎 的 方法 ,从 来 都 被 认为 是 真理 和 确定 性 的 完美 典范 ,但 现 
在 却 导 致 了 荒 雇 和 了 矛盾。 如果 传统 数学 存在 着 缺陷 和 漏洞 ， 十 玫 休 全 去 可 投 训 
理 和 确定 性 呢 ? "这 样 ,集合 论 悖 论 就 直接 导致 了 所 谓 的 “数学 基础 危机 ”, 而 中 心 的 
问题 就 在 于 :我 们 究竟 能 否 在 数学 中 自由 地 去 应 用 实 无 限 的 概念 和 方法 ? 

按照 一 些 数学 史学 家 的 说 法 ,数学 史上 共有 三 次 基础 危机 。 导 臻 第 一 次 危机 的 
是 关于 “不 可 公 度 的 线段 ”存在 性 的 证 明 与 芝 诺 悖 论 ; 导 致 第 二 次 数学 危机 的 则 是 贝 
克 莱 悖 论 。 一 般 认为 ,由 于 严格 的 实数 理论 与 极限 理论 的 建立 ,上 述 两 次 危机 都 已 
得 到 了 解决 。 但 是 ,现代 的 基础 研究 表明 ,实数 理论 与 极限 理论 事实 上 都 建立 在 集 
合 论 的 基础 之 上 ,因此 ,在 这 样 的 意义 上 ,由 于 集合 论 停 论 所 导致 的 第 三 次 数学 危机 
就 可 被 看 成 前 两 次 危机 的 继续 与 深化 。 

综 上 所 述 ,考虑 到 无 限 的 问题 是 如 此 经 常 地 与 悖 论 联 系 在 一 起 ,我 们 就 不 得 不 
说 ,无 限 的 问题 是 对 于 人 类 智慧 的 重大 挑战 。 


第 三 节 无 限 的 哲学 与 无 限 的 数学 
一 、 丁 方 数 学 哲学 诸 流派 之 无 限 观 _ 


面 对 集 合 论 悖 论 的 挑战 ,数学 家 们 当然 不 会 漠然 置 之 , 他 们 开始 了 解决 悖 论 的 
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数学 方法 论 入 门 
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努力 。 然 而 ,由 于 无 限 观 的 不 同 , 他 们 所 采取 的 立场 是 各 不 相同 ,其 至 是 互相 对 立 
的 ,数学 家 们 并 因此 而 分 裂 成 了 不 同 的 派别 。 下 面 就 围绕 现代 数学 哲学 研究 中 两 次 
主要 的 争论 ,对 直觉 主义 、 形 式 主义 及 柏拉图 主义 的 无 限 观 作 一 简要 的 介绍 .@ 

直觉 主义 者 与 希 尔 伯 特 的 论战 ”直觉 主义 者 是 现代 数学 基础 研究 的 主要 学 派 
之 一 ,其 主要 代表 人 物 是 荷兰 数学 家 布 劳 维尔 。 直 觉 主义 学 派 的 形成 与 集合 论 悖 论 
的 发 现 有 着 直接 的 联系 : 直觉 主义 者 认为 , 悖 论 在 集合 论 中 的 出 现 并 不 是 一 件 偶然 
的 事情 , 它 实质 上 是 整个 数学 (不 只 是 集合 论 ) 感 染 上 严重 疾病 的 一 个 征兆 ,而 所 说 
的 疾病 则 就 是 已 有 数学 的 不 可 靠 性 。 因 此 直觉 主义 者 认为 ,为 了 解决 数学 的 基础 问 
题 ,就 必须 对 全 部 已 有 的 数学 理论 进行 彻底 的 审查 和 改造 ,并 应 毫 不 犹 光 地 舍弃 那 
些 不 符合 “可 信 性 ”标准 的 概念 和 方法 ,并 代 之 以 新 的 “可 信 的 ”概念 和 方法 。 

作为 直觉 主义 学 派 的 创始 人 , 布 劳 维尔 突出 地 倡导 了 这 样 一 种 观点 ,认为 只 有 
直觉 上 能 够 得 到 “构造 ”的 概念 和 方法 才 是 “可 信 的 ”。 正 是 从 这 样 一 种 立场 出 发 , 直 
觉 主义 者 对 数学 中 的 实 无 限 概念 和 方法 采取 了 完全 排斥 的 态度 。 正 如 著名 数学 家 
外 尔 所 说 .“ 布 劳 维 尔 明确 了 这 样 一 点 ,并 使 我 对 此 不 再 有 任何 疑义 , 那 就 是 没有 任 
何 证 据 能 证 明 那 种 关于 全 体 自然 数 的 整体 性 存在 的 信念 …… 自 然 数 序列 能 通过 不 
断 地 达到 下 一 个 数 而 超越 任 一 已 达到 的 界限 ,从 而 就 开辟 了 通 向 无 限 的 可 能 性 。 但 
它 永远 停留 于 创造 (生成 ) 的 状态 中 ,而 决 不 是 一 个 存在 于 自身 之 中 的 事物 的 封闭 领 
域外 尔 又 进一步 指出 ;对 于 潜 无 限 和 实 无 限 概念 的 混淆 正 是 我 们 的 各 种 困难 ( 包 
括 悖 论 ) 的 根本 原因 所 在 ”因此 ,直觉 主义 者 在 数学 研究 中 坚持 采取 了 潜 无 限 的 立 
场 , 即 只 承认 潜 无 限 ,而 不 承认 实 无 限 。 

由 于 坚持 构造 性 的 立场 ,也 由 于 完全 排斥 了 实 无 限 的 概念 和 方法 ,直觉 主义 者 
对 大 部 分 已 有 的 数学 理论 采取 了 否定 的 态度 ,后 者 甚至 造成 了 使 数学 “支离破碎 ?这 
样 一 种 局 面 。 但 是 ,直觉 主义 者 认为 这 是 使 数学 合理 化 的 一 个 必要 步骤 。 例 如 , 直 
觉 主义 的 另 一 代表 人 物 黑 丁 就 曾 明确 指出 ; “必须 把 由 于 直觉 主义 的 反对 而 造成 的 
数学 的 支离破碎 ,看 成 是 我 们 的 观点 的 一 个 不 可 避免 的 推论 。” 

正 因为 直觉 主义 者 对 大 部 分 已 有 的 数学 理论 采取 了 否定 的 态度 ,因此 ,在 许多 
数学 家 看 来 ,直觉 主义 的 立场 是 不 能 接受 的 。 例 如 , 克 勒 易 塞 尔 曾 指出 ;“ 单 凭 这 一 
点 ,就 足以 断定 直觉 主义 是 一 种 错误 的 态度 .” 但 是 ,我 们 究竟 应 当 怎样 去 看 待 数学 
中 的 实 无 限 概念 和 方法 呢 ? 又 应 当 怎样 去 排除 (并 防止 ) 因 此 而 导致 的 悖 论 呢 ? 正 
是 为 了 解决 上 述 问题 , 希 尔 伯 特 自 1917 年 开始 集中 地 从 事 了 数学 基础 的 研究 ,并 提 
出 了 著名 的 “ 希 尔 伯 特 规划 ”。 

从 无限 的 角度 看 , 希 尔 伯 特 所 采取 的 可 以 说 是 一 种 “方法 论 的 实 无 限 者 ”的 立 
场 。 具 体 地 说 ,与 直觉 主义 者 相仿 , 希 尔 伯 特 也 对 实 无 限 的 概念 和 方法 在 数学 中 的 


”关于 这 些 学 派 的 一 般 性 数学 观 可 见 夏 基 松 、 郑 印信 ,《 西 方 数学 哲学 》, 人 民 出 版 社 ,1986 
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应 用 感到 忧虑 ,并 认为 绝对 的 可 靠 性 只 存在 于 有 限 的 范畴 。 但 是 ,与 直觉 主义 者 不 
同 的 是 , 希 尔 伯 特 认为 不 需要 、 也 不 应 该 因此 而 牺牲 已 有 的 数学 理论 中 任何 有 价值 
的 部 分 。 作 为 一 种 “ 折 中 ”立场 , 希 尔 伯 特 提出 ,在 坚持 有 限 性 立场 的 同时 ,我 们 可 以 
把 那些 非 有 限 的 成 分 作为 “理想 元 素 ” 引 入 到 数学 之 中 。 希 尔 伯 特 并 突出 强调 了 引 
进 非 有 限 成 分 的 方法 论 意义 。 他 指出 ,这 可 以 使 证 明 简化 ,使 不 同 的 理论 得 到 统一 ， 
ee 但 希 尔 伯 特 同时 又 认为 这 些 “ 理 想 元 素 " 仅 仅 是 一 种 “说话 的 方式 ,而 不 具有 任 
何 真 实 的 意义 。 例 如 , 希 尔 伯 特 指出 :“ 正 像 在 无 穷 小 计算 的 极限 过 程 中 ,在 无 穷 大 
和 无 穷 小 意义 下 的 无 限 已 被 证 明 仪 仅 是 一 种 说 话 方 式 , 我 们 也 必须 认识 ,在 无 穷 整 
体 意义 下 的 无 限 …… 也 仅仅 是 一 种 假象 ”由 于 希 尔 伯 特 突出 地 强调 了 实 无 限 性 对 
象 的 方法 论 意 义 ,因此 ,其 所 采取 的 就 可 说 是 一 种 “方法 论 的 实 无 限 论 者 ”的 立场 。 

为 了 保证 理想 元 素 的 引进 不 会 导致 错误 ( 予 盾 ) , 希 尔 伯 特 指出 ,应 当 证 明 包 含 
有 理想 元 素 的 数学 理论 是 相 容 的 。 具 体 地 说 ,由 于 认为 理想 元 素 不 具有 任何 真实 意 
义 , 因 此 ,按照 希 尔 伯 特 的 观点 ,在 实行 上 述 研 究 时 ,首先 就 必须 把 包含 有 理想 元 素 
的 数学 理论 组 织 成 形式 系统 。 为 了 保证 所 说 的 相 容 性 证 明 、 也 即 元 数学 研究 的 有 效 
性 ,我 们 则 又 应 当 立 足 于 有 限 的 数学 ,也 即 必 须 以 有 限 的 数学 作为 元 理论 ,因为 ,不 
然 的 话 ,我 们 在 此 就 犯 了 循环 论证 的 错误 , 即 是 用 一 种 自身 的 可 靠 性 尚未 得 到 证 明 
的 理论 来 证 明 另 一 种 理论 (甚至 就 是 自身 ) 的 可 靠 性 。 从 而 ,总 的 来 说 ,我 们 就 应 用 
有 限 的 方法 去 证 明 由 已 有 的 数学 理论 抽象 而 出 的 形式 系统 的 相 容 性 。 这 也 就 是 所 
谓 的 “ 希 尔 伯 特 规划 ”。 在 希 尔 伯 特 看 来 ,一 旦 这 一 规划 得 到 了 实现 , 非 有 限 的 理想 
成 分 的 应 用 与 有 限 性 的 立场 就 得 到 了 统一 ,数学 的 可 靠 性 问题 也 得 到 了 彻底 的 解决 。 

由 于 希 尔 伯 特 坚持 实 无 限 的 概念 和 方法 在 数学 中 的 应 用 ,在 20 世纪 20 年 代 前 
后 ,在 希 尔 伯 特 与 直觉 主义 者 之 间 就 爆发 了 剧烈 的 争论 。 例 如 ,针对 希 尔 伯 特 所 提 
出 的 规划 , 布 劳 维尔 就 曾 提 出 了 这 样 的 指责 ;“ 理 论 的 相 容 性 并 不 足以 保证 理论 的 可 
靠 性 ,因为 , 相 容 性 无 非 就 是 “自圆其说 ' ,而 议 话 也 是 可 以 自圆其说 的 .” 他 写 道 , “一 
个 假 的 理论 终究 是 假 的 ,即使 人 们 找 不 到 矛盾 ;正如 一 个 犯罪 行为 总 归 是 罪恶 的 ,不 
管 它 有 无 受到 法 庭 的 判决 .另外 , 希 尔 伯 特 则 把 直觉 主义 者 否定 大 部 分 已 有 的 数学 
理论 的 立场 斥 之 为 对 “科学 的 背叛 ”。 

由 于 数学 的 实践 已 经 清楚 地 表明 从 数学 中 完全 排斥 (或 用 潜 无 限 的 概念 和 方法 
取代 ) 实 无 限 的 概念 和 方法 是 行 不 通 的 , 因此, 一般 认为 ,在 直觉 主义 者 与 希 尔 伯 特 
的 争论 中 ,直觉 主义 是 失败 了 ;但 是 ,由 于 希 尔 伯 特 的 规划 最 终 也 被 证 明 是 不 可 能 实 
现 的 ,因此 ,直觉 主义 的 失败 就 不 能 被 看 成 对 于 “方法 论 的 实 无 限 论 者 ”这 一 立场 正 
确 性 的 “证 明 ”。 

形式 主义 与 柏拉图 主义 的 论战 ”20 世纪 30 年 代 后 ,直觉 主义 者 与 希 尔 伯 特 之 
间 的 争论 逐渐 消沉 下 去 了 , 代 之 而 起 的 是 形式 主义 者 与 柏拉图 主义 者 之 间 的 争论 ， 
争论 的 焦点 也 由 实 无 限 的 概念 和 方法 在 数学 中 应 用 的 合理 性 转移 到 了 实 无 限 性 对 
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象 的 客观 实在 性 问题 。 

在 一 定 的 意义 上 , 希 尔 伯 特 可 以 看 成 形式 主义 的 创始 人 ,因为 就 无 限 观 而 言 , 现 
代 的 形式 主义 者 完全 继承 了 希 尔 伯 特 的 立场 , 即 是 采取 了 “方法 论 的 实 无 限 论 者 ”的 
立场 。 例 如 ,形式 主义 的 主要 代表 人 物 之 一 鲁 滨 孙 ( 他 也 是 非 标准 分 析 的 创建 者 ) 就 
曾 提出 : 

“我 关于 数学 基础 的 主张 建立 在 以 下 两 个 主要 的 观点 之 上 : 

《1) 无 论 从 无穷 整体 "这 一 名 称 的 娜 一 种 意义 来 说 , 无穷 整 体 都 是 不 存在 的 
《 即 真实 的 无 穷 不 存在 ,理想 的 无 穷 也 不 存在 )。 更 严格 地 说 ,就 是 关于 无 穷 整 体 的 
任何 讲话 或 意 谓 实际 上 都 是 无 意义 的 。 

《2) 然而 ,我 们 还 是 应 该 “ 像 通常 那样 ;去 从 事 数 学 活动 , 即 我 们 做 起 来 就 好 像 
无 穷 整 体 真是 存在 的 那样 。” 

现代 的 形式 主义 者 认为 ,一 切 数 学 对 象 都 是 无 意义 的 符号 ,数学 命题 则 是 按照 
一 定 法 则 组 成 的 符号 系列 ,对 此 没有 、 也 不 可 能 给 出 解释 ,我 们 在 数学 理论 中 所 从 事 
的 就 是 按照 事先 给 定 的 法 则 去 对 无 意义 的 符号 系列 进行 纯 形 式 的 组 合 与 变形 ( 演 
算 )。 从 形式 主义 的 历史 形成 来 看 ,这 种 数学 观 与 第 4 章 中 所 介绍 的 形式 化 的 研究 方 
法 (特别 是 希 尔 伯 特 的 元 数学 研究 ) 有 着 直接 的 联系 ;但 是 ,必须 明确 的 是 ,这 已 不 再 
是 一 种 从 事 数学 研究 的 具体 方法 ,而 被 发 展 成 了 一 般 的 数学 哲学 观 。 

与 形式 主义 相对 立 , 数 学 中 的 柏拉图 主义 则 是 指 这 样 一 种 观点 , 它 把 数学 对 象 
看 成 是 不 依赖 于 思维 的 独立 存在 。 例 如 ,柏拉图 主义 的 主要 代表 人 物 之 一 贝尔 纳 斯 
就 曾 指出 ,数学 中 的 柏拉图 主义 是 指 这 样 一 种 倾向 : 它 切断 了 数学 对 象 与 认识 主体 
的 一 切 联系 ,并 把 数学 对 象 看 成 一 种 独立 存在 的 对 象 。 由 于 柏拉图 主义 者 认为 数学 
对 象 是 独立 的 客观 存在 ,因此 ,就 无 限 观 而 言 , 柏 拉 图 所 采取 的 就 是 “ 实 无 限 论 者 的 
立场 , 即 是 认为 数学 家 们 不 仅 可 以 “自由 地 ”去 应 用 实 无 限 的 概念 和 方法 ,而 且 应 当 
明确 承认 实 无 限 性 对 象 的 客观 实在 性 。 

从 数学 的 发 展 历史 看 ,柏拉图 主义 兽 有 过 一 定 的 积极 作用 。 例 如 ,著名 数学 史 
学 家 波 耶 就 曾 指出 "从 微 积分 兴起 的 观点 来 看 ,这 个 深入 人 心 的 柏拉图 主义 ,在 几 
个 世纪 中 ,对 数学 不 是 产生 完全 不 幸 的 一 种 影响 ;因为 柏拉图 主义 允许 亚 里 土 多 德 
哲学 和 希腊 数学 的 严密 性 所 否认 的 东西 进入 几何 一 一 那 就 是 为 柏拉图 主义 和 经 院 
派 哲 学 家 所 孕育 的 无 限 大 和 无 限 小 的 概念 的 自由 应 用 。” 另 外 ,被 称 为 “当代 最 杰出 
的 柏拉图 主义 者 ”的 哥 德 尔 也 曾 突出 地 强调 了 自己 的 数学 哲学 思想 对 于 数学 研究 的 
影响 。 例 如 , 哥 德 尔 指出 ,关于 一 阶 谓词 演算 的 完备 性 定理 之 所 以 未 能 在 他 以 前 由 
其 他 人 所 证 明 ,主要 原因 就 在 于 他们) 拒绝 在 元 数学 中 使 用 任何 非 有 限 的 概念 和 
论证 ”。 

虽然 形式 主义 者 和 柏拉图 主义 者 都 承认 实 无 限 的 概念 和 方法 在 数学 中 应 用 的 
合理 性 ,但 他 们 对 于 实 无 限 性 对 象 的 客观 实在 性 的 看 法 是 截然 相反 的 ,因此 ,在 20 世 
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纪 30 年 代 以 后 ,围绕 实 无 限 性 对 象 的 实在 性 问题 ,在 形式 主义 者 与 柏拉图 主义 者 之 
” 间 就 展开 了 长 期 的 争论 ,特别 是 20 世纪 60 年 代 以 后 , 随 着 连续 统 假设 的 独立 性 得 到 
了 证 明 , 这 种 争论 又 出 现 了 新 的 高 潮 。 

但 是 ,形式 主义 与 柏拉图 主义 又 都 具有 严重 的 理论 困难 和 缺陷 。 例 如 ,柏拉图 
主义 的 一 个 严重 弊病 就 在 于 : 他 没有 能 力 说 明 像 更 高 的 无 穷 公理 这 样 更 高 的 公理 
的 无 穷 无 尽 的 序列 的 根源 .” 柯 享 指出 ;“ 当 考虑 到 一 个 充分 不 可 达 的 基数 时 ,甚至 是 
最 坚定 的 实在 论 者 ( 即 柏拉图 主义 者 一 一 注 ) 也 一 定 会 退却 的 ”而 形式 主义 者 则 明 
确 和 承认 ;这 是 一 个 事实 ,就 是 在 一 种 我 们 沿 未 完全 理解 的 方式 下 , 那 种 在 形式 主义 
者 看 来 是 不 可 解释 的 数学 和 元 数学 产生 了 能 用 于 实际 思想 和 经 验 的 结果 。” 总 之 ,下 
如 鲁 滨 孙 所 言 ,， 这 仍然 是 数学 哲学 的 一 个 持久 任务 ,就 是 要 获得 对 于 无 限 更 深刻 的 
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辩证 的 无 限 观 西方 的 数学 家 们 在 无 限 的 问题 上 陷入 困境 并 不 是 偶然 的 ,而 是 
由 其 哲学 思想 的 片面 性 所 决定 的 。 一 般 地 说 ,无 论 就 实 无 限 的 概念 和 方法 在 数学 中 
的 应 用 而 言 ,或 者 是 就 实 无 限 性 对 象 的 客观 实在 性 而 言 ,采取 绝对 肯定 或 绝对 否定 
的 态度 都 是 错误 的 。 因 为 ,第 一 ,数学 的 历史 发 展 及 现代 的 基础 研究 已 经 清楚 地 表 
明 ,要 从 数学 中 完全 排斥 实 无 限 的 概念 和 方法 是 不 可 能 的 ,又 由 于 这 种 应 用 的 可 能 
性 事实 上 是 由 无 限 的 客观 实在 性 所 决定 的 ,因此 ,在 上 述 问 题 上 采取 绝对 否定 的 态 
度 驶 是 错误 的 ;第 二 ,又 如 悖 论 的 发 现 所 已 表明 的 ,由 于 无 限 的 概念 是 抽象 思维 的 产 
物 , 从 而 就 必然 地 在 一 定 程度 上 包含 了 对 于 真实 的 脱离 ,因此 ,在 一 定 的 条 件 下 ( 例 
如 ,如 果 我 们 由 概念 去 引出 概念 .在 抽象 上 去 进行 抽象 ), 这 也 就 可 能 导致 荒 雇 ,从 
而 ,绝对 肯定 的 态度 也 就 是 错误 的 。 

事实 上 ,与 任何 数学 概念 一 样 ,数学 无 限 就 其 本 性 而 言 也 是 辩证 的 ;, 它 既 具有 一 
定 的 客观 实在 性 ,又 是 抽象 思维 的 产物 。 从 而 ,在 无 限 的 研究 中 ,我 们 也 就 既 应 强调 
.思维 的 自由 想像 ,又 应 强调 严密 的 逻辑 证 明 ( 以 及 实践 的 检验 ) ,也 即 应 当 把 大 胆 的 
想像 与 严密 的 论证 很 好 地 结合 起 来 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ,还 可 以 对 潜 无 限 与 实 无 限 的 辩证 关系 作 简 单 的 分 析 。 
如 前 所 述 , 潜 无 限 与 实 无 限 的 概念 是 互相 对 立 的 ;但 是 ,它们 之 间 也 存在 相互 依赖 、 
互相 转化 的 辩证 关系 。 具 体 地 说 ,任何 潜 无 限 的 过 程 都 必然 具有 相应 的 实 无 限 性 对 
象 ,任何 实 无 限 性 的 对 象 则 又 构成 了 相应 的 潜 无 限 过 程 中 的 一 个 环节 (犹如 任 一 特 
定 的 时 刻 都 是 先前 的 无 限 发 展 过 程 的 “终结 ”, 同 时 则 又 构成 了 整个 历史 过 程 中 的 一 
个 环节 )。 从 这 样 的 意义 上 说 ,我 们 也 就 可 以 提出 如 下 的 “ 双 相 无 限 性 原则 ”: 数 学 中 
的 任何 无 限 性 对 象 都 是 潜 无 限 与 实 无 限 的 对 立 统一 体 。 显 然 , 这 也 就 从 又 一 方面 表 
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明 :片面 强调 任何 一 种 无 限 观 都 是 错误 的 。 事 实 上 , 这 也 就 是 集合 论 悖 论 的 根源 所 
在 :在 这 些 悖 论 的 构造 中 , 人们 首先 片面 地 强调 了 集合 的 过 程 性 和 完成 性 (例如 ,在 
康 托 悖 论 中 ,这 分 别 表现 为 通过 老 集 的 构造 而 对 集合 实行 无 限 扩张 的 可 能 性 ,以 及 
对 于 大 全 集 的 绝对 完成 性 的 确认 ) ,然后 ,这 种 被 绝对 化 了 的 环节 又 机 械 地 被 重新 连 
结 起 来 ,这 样 ,它们 的 直接 冲突 , 即 悖 论 的 出 现 ,也 就 不 可 避免 了 。 

由 于 潜 无 限 ( 的 过 程 ) 主 要 反映 了 由 有 限 向 无 限 的 转化 , 即 有 限 与 无 限 的 同一 性 
的 表现 , 实 无 限 作为 一 种 完成 了 的 对 象 则 主要 反映 出 有 限 和 无 限 的 对 立 , 因 此 , 潜 无 
限 和 实 无 限 的 矛盾 也 就 可 看 作 是 由 有 限 和 无 限 的 矛盾 派生 而 出 的 。 而 且 , 上 述 关于 
数学 无 限 的 “ 双 相 性 ?也 就 可 以 被 表述 成 有 限 与 无 限 的 辩证 统一 :任何 无 限 性 对 象 既 
是 无 限 的 .又 是 有 限 的 。 事 实 上 ,数学 无 限 的 这 种 双 相 性 就 是 客观 世界 的 层次 性 在 
数量 上 的 反映 。 也 正 因 如 此 ,在 一 定 的 限度 内 ,我 们 仍然 可 以 用 经 验 的 方法 对 包含 
无 限 的 理论 作出 检验 (例如 ,从 整体 上 去 考虑 数学 理论 的 真理 性 就 是 一 种 常用 的 方 
法 ), 因 为 尽管 无 限 并 不 具有 直接 的 经 验 性 ,但 是 ,在 一 定 的 条 件 下 ,无限 和 有 限 又 是 
可 以 互相 转化 的 ,或 者 说 ,两 者 事实 上 都 只 是 一 个 相对 的 概念 。 

综 上 所 述 ,我 们 必须 树立 唯物 辩证 的 无 限 观 ,因为 具有 这 样 ,数学 无 限 的 问题 才 
能 得 到 正确 的 解决 ,数学 也 才能 更 好 、 更 快 地 向 前 发 展 。 

悖 论 研究 的 积极 意义 ”如 前 所 述 , 侍 论 的 出 现 常常 会 引起 人 们 对 于 相应 的 数学 
理论 的 怀疑 ,而 且 如 果 一 个 悖 论 的 涉及 面 十 分 广泛 的 话 (例如 , 当 悖 论 在 基础 理论 中 
出 现时 就 是 这 样 的 情况 ) ,这 种 怀疑 更 可 能 导致 所 谓 的 “基础 危机 ”, 因 此 ,在 这 样 的 
意义 上 , 悖 论 就 是 一 种 “ 丑 ”(“ 恶 "“ 伪 ”), 即 与 前 面 所 讲 的 (数学 ) 美 ( 善 . 真 ) 构 成 了 
直接 的 对 立 。 

但 是 , 悖 论 在 数学 研究 中 所 起 的 作用 又 并 非 总 是 消极 的 。 例 如 ,贝克 莱 悖 论 的 
提出 最 终 促成 了 严格 的 极限 理论 的 建立 ;另外 ,集合 论 悖 论 的 发 现 也 直接 促进 了 公 
理化 集合 论 与 数学 基础 研究 的 深入 发 展 。 一 般 地 说 ,这 就 正如 塔 尔 斯 基 所 指出 的 : 
“必须 强调 的 是 , 悖 论 在 现代 演绎 科学 的 基础 的 建立 中 具有 特别 重要 的 地 位 。 正 如 

合 论 的 悖 论 ,特别 是 罗素 悖 论 , 曾 经 成 为 逻辑 与 数学 无 矛盾 的 形式 化 的 成 功 努力 
的 起 点 一 样 ,撒谎 者 悖 论 和 其 他 语义 学 停 论 导致 了 理论 的 语义 学 的 建立 ”另外 , 逻 
辑 学 家 贝 特 则 更 明确 地 断言 :现代 逻辑 中 的 许多 最 深刻 的 成 果 , 都 是 从 悖 论 的 分 析 
中 产生 的 。” 

事实 上 , 悖 论 的 研究 具有 这 种 积极 意义 是 不 足 为 奇 的 ,因为 从 认识 的 角度 看 , 导 
论 实质 上 是 主观 认识 与 客观 实际 的 矛盾 的 反映 ,因此 ,对 悖 论 的 认识 也 就 是 对 于 历 
史 局 限 性 的 一 种 认识 ,而 只 要 具有 正确 的 哲学 思想 ,我 们 就 可 以 通过 悖 论 的 解决 而 
使 认识 实现 新 的 飞 牙 。 正 如 逻辑 学 家 赫 效 贝 格 所 指出 的 ;“ 悖 论 之 所 以 具有 重大 意 
义 ,是 由 于 它们 使 我 们 看 到 我 们 对 于 某 些 根本 概念 的 理解 存在 多 大 的 局 限 性 ,…… 
事实 证 明 ,它们 是 产生 逻辑 和 语言 的 新 观念 的 重要 源泉 ……:” 
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综 上 所 述 ,我 们 应 当 充分 肯定 悖 论 研究 的 积极 意义 。 显 然 , 从 方法 论 的 角度 看 ， 
这 也 就 表明 了 我 们 不 仅 应 注意 培养 对 于 数学 美的 鉴赏 能 力 , 而 且 也 应 学 会 对 于 “ 丑 ” 
的 分 析 能 力 ;另外 ,提高 分 析 、 解 决 问题 能 力 的 一 个 重要 环节 , 则 又 在 于 应 当 努力 掌 
握 和 自觉 应 用 辩证 唯物 主义 的 世界 观 与 方法 论 。 
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: 数学 方法 论 的 现代 研究 


第 一 节 ”中国 的 数学 方法 论 研究 
一 、 数 学 方法 论 在 中 国 的 兴起 


对 数学 方法 论 在 我 国 的 发 展 历程 进行 回顾 ,可 以 毫 不 夸张 地 说 ,著名 数学 家 徐 
利 治 教授 在 这 一 方面 发 挥 了 特别 重要 的 作用 :他 不 仅 在 中 国 最 早 倡导 数学 方法 论 的 
研究 ,并 且 杂 自 参 与 这 方面 的 工作 ,取得 了 一 系列 重要 的 创造 性 成 果 。 

具体 地 说 , 徐 利 治 教授 在 1980 年 出 版 的 4 浅 谈 数学 方法 论 } 是 中 国学 者 在 这 一 领 
域 中 所 撰写 的 第 一 部 著作 。 尽 管 这 一 著作 篇 幅 不 大 , 却 是 在 中 国 (乃至 在 世界 上 ) 首 
次 引进 了 “数学 方法 论 ” 这 个 专 有 和 名词, 并 清楚 地 指明 了 数学 方法 论 研究 的 意义 ;: “我 
们 从 事 数 学 工作 的 人 ,…… 其 中 包括 大 量 的 中 学 和 大 专 学 校 的 数学 教师 们 以 及 一 些 
专职 的 科研 工作 者 ,为 什么 应 该 重视 数学 方法 论 的 研究 呢 ? 我 想 回答 是 简单 的 :有 
出 息 的 数学 工作 者 总 是 要 在 数学 科学 中 有 所 作为 有 所 创新 的 。 尤 其 是 数学 教师 们 
总 是 希望 能 够 多 教 出 些 有 创造 发 明 才 能 的 学 生来 。 因 此 ,怎样 去 研究 解决 数学 问 
题 , 怎 样 才 能 去 发 现 数学 原理 和 创造 数学 方法 ,这 些 属于 方法论: 范畴 的 问题 , 自然 
需要 引起 足够 的 注意 和 认真 的 研究 ”值得 指出 的 是 ,这 一 著作 原 是 根据 徐 利 治 先生 
1978 年 秋 至 1979 年 夏 给 大 连 市 中 学 教师 .吉林 省 教育 学 院 理科 教师 进修 班 及 吉林 
大 学 数学 系 学 生 作 报 告 的 提纲 写成 的 ,从 而 ,这 也 就 十 分 清楚 地 体现 了 我 国 数学 方 
法 论 研究 的 一 个 重要 特点 , 即 是 与 实际 的 数学 活动 ,特别 是 数学 教学 密切 相 联系 的 。 

与 4 浅 谈 数 学 方法 论 ? 相 比 , 徐 利 治 教授 于 1983 年 出 版 的 (数学 方法 论 选 讲 》 可 以 
说 达到 了 更 高 的 水 平 ,尽管 后 者 “并 不 是 关于 数学 方法 论 的 系统 论述 ,而 只 是 选择 了 
十 几 个 公认 为 比较 有 趣 的 专题 ”, 但 是 ,这 一 著作 已 经 包括 了 一 些 具 有 重要 意义 的 研 
究 成 果 , 如 “关系 映射 反 演 原则 (RMI 方法 )” 等 ;另外 ,同样 重要 的 是 ,这 一 著作 并 对 
“数学 方法 论 ” 这 一 概念 作 了 更 为 具体 的 说 明 ;“ 数 学 方法 论 主要 是 研究 和 讨论 数学 
的 发 展 规律 .数学 的 思想 方法 以 及 数学 中 的 发 现 ,发 明 与 创新 等 法 则 的 一 门 学 
问 "一 一 从 后 来 的 发 展 看 ,中 国 的 数学 方法 论 研究 基本 上 就 是 在 这 一 范围 中 开展 的 。 

相对 于 上 述 的 早期 工作 而 言 ,数学 方法 论 在 20 世纪 80 年 代 中 期 以 后 得 到 了 更 
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为 迅速 的 发 展 。 具 体 地 说 ,这 首先 就 是 指 取 得 了 更 多 的 研究 成 果 。 例 如 ,以 下 就 是 
以 徐 利 治 教 授 为 首 的 研究 集体 所 取得 的 一 些 主要 成 果 : 

(1) 数学 抽象 的 方法 与 抽象 度 分 析 法 

鉴于 数学 抽象 在 数学 活动 中 占有 特别 重要 的 地 位 ,因此 ,数学 抽象 的 方法 就 应 
被 看 成 数学 方法 论 研 究 的 一 个 重要 内 容 , 特 别 是 “模式 的 建构 与 研究 ”, 更 可 被 看 成 
数学 思维 最 为 重要 的 特性 。 

作为 模式 建构 方法 的 具体 分 析 , 我 们 又 可 作出 关于 “ 弱 抽 象 ? 和 “ 强 抽象 ”,“ 同 向 
思维 ”“ 首 向 思维 ”与 “ 悖 向 思维 ”的 区 分 ,并 总 结 出 相应 的 方法 论 原则 , 即 如 “特性 分 
离 一 般 化 原则 ”关系 定性 特殊 化 原则 ”* 悖 向 思维 和 谐 性 原则 ”等 。 

最 后 ,所 请 的 “抽象 度 分 析 法 ” 则 可 看 成 关于 数学 抽象 的 定量 分 析 , 而 其 实际 出 
发 点 则 就 是 引进 了 “抽象 度 ”“ 入 度 ”“ 出 度 ” 等 概念 。 由 于 抽象 度 分 析 法 可 以 被 用 于 
揭示 各 种 具有 丰富 内 涵 的 数学 理论 的 内 在 结构 ,因此 对 于 数学 研究 与 数学 教学 都 具 
有 重要 的 意义 。( 详 见 徐 利 治 、 郑 毓 信 ,《 数 学 抽象 的 方法 与 抽象 度 分 析 法 》, 江 苏 教 
育 出 版 社 ,1991) 

(2) 化 归 原 则 与 关系 映射 反 演 方法 

由 于 “问题 解决 ”构成 了 数学 活动 (包括 数学 研究 和 数学 教学 ) 最 为 基本 的 形式 ， 
因此 , 解 题 思维 模式 的 研究 也 是 数学 方法 论 研究 的 一 项 重要 内 容 。 当 然 , 对 于 这 里 
所 说 的 解 题 思维 模式 必须 与 某 些 人 所 热衷 的 “ 解 题 术 ?予以 明确 的 区 分 。 具 体 地 说 ， 
与 波 利 亚 关 于 “数学 启发 法 ”的 研究 (对 此 可 见 以 下 的 论述 ) 相 同 ,数学 方法 论 中 关于 
解 题 模 式 的 研究 其 主要 目标 也 是 希望 能 够 通过 成 功 的 实践 总 结 出 一 般 的 方法 或 模 
式 , 从 而 对 于 新 的 数学 解 题 活动 就 起 到 一 定 的 启发 和 指导 作用 ;与 此 相对 照 ,“ 解 题 
术 ” 的 研究 在 很 大 程度 上 则 是 希望 通过 大 量 的 练习 能 把 “问题 解决 ”这 一 创造 性 的 思 
维 过 程 转变 成 为 机 械 的 .模仿 性 的 活动 ,从 而 ,尽管 后 一 做 法 在 对 付 各 种 各 样 的 考 
试 . 其 至 包括 数学 竞赛 时 具有 一 定 的 短期 效果 ,但 是 ,这 种 做 法 却 是 不 应 提倡 的 。 

正 是 从 思维 模式 的 高 度 进行 分 析 ,“ 化 归 原 则 ”就 应 被 看 成 一 种 十 分 有 效 的 解 题 
思维 模式 ;另外 ,所 谓 的 “关系 映射 反 演 原 则 ”(RMI 方法 ) 则 更 可 以 被 看 成 化 归 原 则 
在 现代 数学 研究 中 的 具体 应 用 和 重要 发 展 。( 详 见 第 1 章 第 二 节 ) 

(3) 数学 美 与 数学 中 的 美学 方法 

美感 直觉 与 形象 思维 等 可 以 被 说 成 数学 研究 中 的 非 逻辑 成 分 。 就 这 些 成 分 的 
研究 而 言 , 彭 加 勒 的 有 关 论 述 是 特别 重要 的 ( 详 见 《科学 的 价值 》, 光 明日 报 出 版 社 ， 
1988) ,因为 ,这 些 论述 深刻 地 揭示 了 数学 发 明 创造 的 本 质 及 其 与 美感 和 直觉 的 关 
系 。 但 是 ,由 于 彭 加 勒 主要 是 从 发 明 心 理学 的 角度 进行 阐述 的 ,因此 ,从 方法 论 的 角 
度 进行 分 析 , 彭 加 勒 的 研究 仍然 具有 一 定 的 局 限 性 ,特别 是 就 数学 方法 论 的 研究 而 
言 ,以 下 的 问题 显然 更 为 重要 :在 数学 研究 中 我 们 能 否 更 为 自觉 地 去 运用 审美 直觉 
并 总 结 出 相应 的 方法 原则 ? 我 们 又 应 如 何 去 培 养 或 提高 数学 的 直觉 能 力 ? 
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正如 第 3 章 中 所 提 及 的 ,尽管 人 们 对 于 数学 的 美感 具有 强烈 的 感情 色彩 ,而 且 不 
同 的 人 关于 数学 美的 标准 也 各 不 相同 ,但 是 ,从 整体 上 说 ,数学 美 既 不 是 虚无 飘渺 、 
忽 有 和 忽 无 的 东西 ,也 不 是 纯粹 主观 .不 可 捉摸 的 东西 ,而 是 有 其 确定 的 客观 内 容 。 另 
外 ,由 实例 的 考察 我 们 又 可 看 出 ,对 于 数学 美的 自觉 追求 的 确 在 一 定 程度 上 促进 了 
数学 的 发 展 。 总 之 ,我 们 就 可 以 把 对 于 数学 美的 自觉 追求 作为 数学 研究 的 指导 性 方 
针 。 这 就 是 所 谓 的 “审美 直觉 选择 性 原则 ”。 

(4) 数学 抽象 思维 不 完全 性 原则 

与 上 述 内 容 相 比 ,“ 数 学 抽象 思维 不 完全 性 原则 ”可 以 说 代表 了 一 种 更 高 层次 上 
的 思考 ,因为 这 事实 上 是 从 总 体 上 指明 了 数学 思维 的 局 限 性 一 一 从 而 ,如 果 借 助 数 
学 基础 研究 中 关于 “数学 ”和 “元 数学 ”的 区 分 ,我 们 也 就 可 以 把 这 种 研究 称 为 “元 数 
学 方法 论 ” 的 研究 。 

具体 地 说 ,数学 中 悖 论 的 发 现 也 可 被 看 成 数学 抽象 思维 局 限 性 的 具体 表现 ; 另 
外 ,著名 的 哥 德 尔 不 完备 性 定理 等 局 限 性 定理 则 从 理论 上 为 此 提供 了 进一步 的 论 
据 。( 详 见 徐 利 治 . 郑 航 信 :《 数 学 模式 论 》, 广 西 教育 出 版 社 ,1993) 

(5) 算法 化 原则 、 

对 于 算法 的 强调 不 仅 可 以 被 看 成 计算 机 技术 迅速 发 展 的 一 个 必然 结果 ,而 且 也 
应 被 看 成 数学 思维 的 一 个 重要 特点 ,因为 一 种 新 的 重要 算法 的 形成 往往 就 标志 着 数 
学 的 重要 进步 ;而 又 正 是 通过 将 部 分 问题 的 求解 归结 为 对 于 现成 算法 的 “机 械 应 
用 ”, 人 们 才 有 可 能 进一步 地 去 从 事 新 的 创造 性 工作 。 正 如 著名 数学 家 、 数 学 教育 家 
弗 赖 登 特 尔 所 指出 的 ， 任 何 熔岩 终 将 凝固 ,任何 思辩 的 新 生 事物 都 在 其 自身 中 包含 
着 算法 的 萌芽 ,这 是 数学 的 特点 。…… 算法 化 意味 着 巩固 ,意味 着 由 一 个 平台 向 更 
高 点 的 跳跃 "。 因 此 ,算法 的 掌握 也 就 应 当 被 看 成 数学 学 习 的 一 项 重要 内 容 。 另 外 ， 
从 数学 方法 论 的 角度 看 ,我 们 则 又 应 当 明 确 地 提出 相应 的 方法 论 原则 ,这 就 是 所 谓 
的 “算法 化 原则 ”。( 详 见 徐 利 治 、 郑 毓 信 ,“ 算 法 化 原则 与 数学 教育 ”, 载 ( 数 学 传播 》 
L 台 湾 ],1997 年 第 三 期 )@ 
除了 以 徐 利 治 教授 为 首 的 研究 集体 外 ,其 他 一 些 学 者 也 在 数学 方法 论 的 领域 内 
作出 了 不 少 有 意义 的 工作 。 例 如 ,由 解 恩 泽 和 徐 本 顺 合 著 的 《数学 思想 方法 》( 山 东 
教育 出 版 社 ,1989) 就 体现 了 另 一 种 更 为 广泛 的 研究 思路 (或 研究 方向 ) 。 

具体 地 说 ,就 “数学 思想 方法 的 研究 对 象 与 范围 > 而 言 《 数 学 思想 方法 }》 共 列举 
了 以 下 十 个 方面 的 内 容 : 数 学 思想 方法 的 历史 演进 ;数学 的 思维 方式 与 数学 研究 基 
本 方法 ;数学 家 的 思想 方法 ;数学 学 派 的 思想 方法 ;数学 的 洪 形态 及 其 向 显 形态 转化 
的 机 制 ;数学 与 其 他 学 科 相互 渗透 的 思想 方法 基础 ;数学 学 科 的 特点 ;数学 内 容 的 辩 


外 ”除去 已 提 及 的 各 部 论著 ,对 于 上 述 工作 还 可 见 徐 利 治 ,《 数 学 方法 论 选 讲 》, 华 中 理工 大 学 出 版 社 ,2000 
第 三 版 ; 徐 利 治 ,《 徐 利 治 谈 数 学 方法 学 》, 山 东 教育 出 版 社 ,2001; 郑 毓 信 ,《 数 学 方法 论 )》, 广 西 教育 出 版 社 ,2001 
第 二 版 。 


证 性 质 ; 数 学 理论 产生 发 展 的 动力 及 其 规律 性 ;数学 的 功能 。 

容易 看 出 ,如 果 作 出 关于 “宏观 的 数学 方法 论 ” 与 “微观 的 数学 方法 论 ” 的 如 下 区 
分 :前 者 是 指 关于 数学 发 展 规律 的 研究 ,后 者 则 是 指 关 于 数学 思想 方法 以 及 数学 中 
发 现 . 发 明和 创新 等 法 则 的 研究 ,那么 以 上 所 列举 的 部 分 内 容 就 属于 “宏观 的 数学 方 
法 论 ” 的 范围 。 | 

其 次 ,数学 方法 论 在 我 国 的 迅速 发 展 还 表现 于 以 下 的 事实 ;数学 方法 论 作 为 一 
门 实践 性 的 学 科 现 已 渗透 到 了 各 级 的 数学 教学 活动 之 中 , 并 对 实际 的 数学 活动 ( 包 
括 数学 研究 和 数学 教学 ) 产 生 了 十 分 积极 的 影响 。 例 如 , “数学 方法 论 ” 已 被 纳 人 到 
了 师范 院 校 数学 系 的 课程 之 中 ,一 些 综合 性 大 学 也 先后 开设 了 数学 方法 论 的 选修 课 
程 或 专题 讲座 ,全 国 并 有 不 少 院 校 招 有 这 一 方向 上 的 硕士 研究 生 ; 另 外 ,一 些 处 在 教 
学 第 一 线 的 数学 教师 也 积极 从 事 了 以 数学 方法 论 指导 数学 教学 的 研究 和 实践 ,并 到 
得 了 一 些 初步 的 成 果 ( 详 见 第 7 章 ); 最 后 ,也 正 由 于 数学 方法 论 对 数学 教育 的 改革 产 
生 了 如 此 重要 的 影响 ,因此 ,在 对 20 世纪 80 年 代 我 国 的 数学 教育 进行 总 结 时 ,就 有 
学 者 把 数学 方法 论 与 数学 教育 理论 研究 和 奥林匹克 数学 竞赛 等 一 一 起 看 成 促进 数学 
教育 深入 发 展 的 三 个 最 为 重要 的 动力 因素 。 

显然 ,如 果 说 数学 方法 论 的 理论 研究 代表 了 纵向 的 发 展 , 即 是 达到 了 更 大 的 深 
度 ,那么 ,上 述 的 实践 性 工作 就 可 说 是 一 种 横向 的 发 展 , 即 是 达到 了 更 大 的 广度 ,在 
两 者 之 间 并 存在 有 相互 促进 .互相 制约 的 辩证 关系 。 

综 上 所 述 , 自 20 世纪 80 年 代 以 来 ,数学 方法 论 在 我 国 得 到 了 迅速 的 发 展 ,不 仅 
形成 了 相对 独立 的 研究 领域 ,而且 取得 了 一 系列 重要 的 研究 成 果 , 更 对 实际 的 数学 
活动 产生 了 十 分 重要 的 影响 。 

当然 ,在 作出 上 述 肯 定 的 同时 ,我们 又 应 看 到 ,数学 方法 论 的 理论 体系 还 不 能 说 
已 经 得 到 了 建立 ,另外 ,现行 的 研究 工作 也 存在 一 定 的 问题 或 不 足 之 处 ,从 而 ,为 了 
促进 数学 方法 论 的 深入 发 展 ,我 们 就 必须 作出 新 的 努力 ,特别 是 ,我 们 既 应 对 已 有 的 
工作 作出 认真 的 总 结 和 反思 ,同时 则 又 应 当 十 分 关注 国外 的 相关 工作 并 从 中 吸取 有 
益 的 成 分 。 在 本 章 的 第 二 节 中 我 们 就 将 对 后 一 主题 作出 具体 论述 ;以 下 则 将 首先 转 
绕 数学 方法 论 研究 的 合理 定位 对 国内 的 相关 工作 作出 必要 的 反思 与 总 结 ， 


法 论 研 究 的 合理 定位 


以 下 就 围绕 数学 思想 方法 与 数学 思想 、 数 学 思维 研究 与 数学 方法 论 、 数 学 方法 
论 的 理论 研究 与 实际 数学 活动 ,数学 方法 论 与 数学 哲学 等 概念 ,对 数学 方法 论 的 研 
究 对 象 .研究 方 法 与 研究 意义 等 作出 进一步 的 分 析 。 

数学 思想 方法 与 数学 思想 ”由 于 数学 方法 论 (更 为 准确 地 说 ,应 是 “微观 的 数学 
方法 论 ”) 在 很 大 程度 上 可 被 说 成 对 于 数学 思想 ( 维 ) 方 法 的 研究 ,因此 ,数学 方法 论 
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的 研究 与 “数学 思想 方法 ?这 一 概念 就 是 不 可 完全 分 割 的 。 与 此 相对 照 ， 数 学 思想 ” 
这 一 概念 在 现今 应 当 说 在 数学 教育 界 中 也 得 到 了 十 分 广泛 的 应 用 ,对 此 由 以 下 一 些 
著作 的 名 称 就 可 清楚 地 看 出 : 克 菜 因 的 《古今 数学 思想 》( 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1979) , 张 莫 宙 等 的 《现代 数学 思想 讲话 》( 江 苏 教育 出 版 社 ,1991) , 衰 小 明 的 《数学 思 
想 史 导 论 兴 广西 教育 出 版 社 ,1991) ,等 等 。 

然而 ,究竟 什么 是 “数学 思想 ”?”“ 数 学 思想 ”与 “数学 思想 方法 ”这 两 者 之 间 又 存 
在 怎样 的 联系 和 区 别 ? 作为 深入 开展 数学 方法 论 研 究 的 一 个 必要 前 提 , 在 此 显然 有 
必要 对 此 作出 进一步 的 分 析 。 

笔者 以 为 ,对 于 “数学 思想 ”与 各 种 相关 的 研究 ,我 们 可 以 作出 如 下 的 具体 分 析 : 

首先 ， 数 学 思想 ”的 第 一 种 意义 是 在 与 “具体 数学 知识 内 容 ”( 特 别 是 就 其 最 终 
的 .严格 的 表述 形式 而 言 ) 相 对 立 的 意义 上 得 到 了 应 用 , 即 对 于 数学 研究 活动 中 的 思 
维 活动 与 思维 活动 的 最 终 产 物 这 两 者 作出 了 明确 的 区 分 。 例 如 , 某 一 研究 问题 是 如 
何 产生 的 ? 数学 家 们 又 是 如 何 创立 了 某 一 新 的 理论 或 方法 ? 

应 当 强 调 的 是 ,尽管 这 里 所 说 的 数学 思想 不 同 于 相应 的 知识 内 容 , 但 在 这 两 者 
之 间 又 存在 密切 的 联系 ,特别 是 数学 思想 并 不 具有 普遍 的 意义 一 一 正 因 如 此 ,我 们 
就 可 以 说 ,第 一 种 意义 上 的 数学 思想 的 一 个 重要 特征 是 其 从 属于 具体 的 数学 知识 。 

对 于 第 一 种 意义 上 的 数学 思想 ,我们 并 可 从 一 些 不 同 的 角度 去 进行 研究 。 

第 一 ,从 历史 的 角度 进行 研究 。 例 如 , 克 莱 因 的 《古今 数学 思想 》 亚 历 出 大 洛 夫 
等 人 的 《数学 一 一 它 的 内 容 .方法 和 意义 ) 等 ,就 可 作为 这 方面 的 典型 例子 。 

显然 ,与 一 般 的 数学 史 研 究 相 比 ,这 种 研究 的 特点 就 在 于 :与 具体 的 史实 相 比 ， 
后 者 更 加 重视 相关 的 思想 。 

第 二 ,有 针对 性 地 进行 论述 ,特别 是 ,集中 地 对 现代 数学 思想 进行 论述 。 例 如 ， 
米 山 国 藏 在 (数学 的 精神 .思想 和 方法 }》 中 所 提 及 的 以 下 十 个 思想 主要 地 就 可 被 看 成 
属于 这 一 范围 :数学 的 本 质 在 于 自由 、 传 统 与 进步 的 关系 .极限 思想 .公理 化 思想 、 集 
合 与 群 的 思想 .其 他 新 思想 .高 维 空间 的 思想 . 超 穷 数 的 思想 .数学 家 头脑 中 的 空间 、 
数学 的 神秘 性 和 数学 的 美 。 

再 例如 , 张 莫 宙 等 的 (现代 数学 思想 讲话 》 则 集中 地 指明 了 现代 数学 发 展 中 一 些 
新 的 ,特别 重要 的 思想 ;特别 是 , 书 中 还 具体 地 提 及 了 “中 学 数学 的 十 五 个 重要 的 数 
学 思想 ”。 

其 次 ， 数 学 思想 "的 第 二 种 意义 则 是 指 与 具体 数学 知识 内 容 相 分 离 , 并 具有 更 
大 的 普遍 意义 的 思维 模式 或 原则 。 

数学 家 们 通常 是 如 何 去 确 定 自 己 的 研究 方向 的 ? 他 们 在 解决 问题 的 过 程 中 又 
常常 采用 哪些 解 题 策略 ? 

由 于 第 二 种 意义 上 的 数学 思想 具有 更 强 的 方法 论 意义 ,因此 就 可 特 称 为 “数学 
思想 方法 "(或 “数学 思维 方法 ”); 又 由 于 所 说 的 数学 思想 方法 不 再 从 属于 任 一 特定 


128 痢 


的 数学 分 支 ,因此 ,这 就 构成 了 一 个 新 的 分 支 一 一 数学 方法 论 的 研究 对 象 。 

综 上 所 述 ,我 们 就 不 应 把 “数学 思想 方法 ”混同 于 第 一 种 意义 上 的 “数学 思想 ”。 
进而 ,按照 这 样 的 理解 ,“ 数 学 思想 方法 ”显然 也 不 应 被 简单 地 理解 成 “数学 思想 ”与 
“数学 方法 ”以 及 “数学 手段 ”) 的 简单 综合 。 

数学 思维 研究 与 数学 方法 论 ”如 上 所 述 ,数学 方法 论 在 很 大 程度 上 可 被 看 成 关 
于 数学 思想 ( 维 ) 方 法 的 研究 ,那么 ,这 种 方法 论 的 研究 与 一 般 的 数学 思维 研究 相 比 ， 
又 有 什么 特殊 性 呢 ? 或 者 说 ,我 们 是 否 就 可 将 “数学 方法 论 ” 简 单 地 等 同 于 “数学 思 
维 论 ”? 

作为 上 述 问题 的 具体 解答 ,笔者 以 为 ,我 们 在 此 首先 应 肯定 :数学 方法 论 作为 数 
学 思维 方法 的 研究 ,无 疑 应 当 被 看 成 属于 数学 思维 研究 的 范围 ;但 是 ,后 者 同时 又 包 
括 了 更 多 的 内 容 , 因 为 ,作为 数学 思维 更 为 系统 和 全 面 的 研究 , 除 思维 方法 或 模式 
外 ,数学 思维 的 内 容 ( 材 料 、 结 果 ) .形式 、 品 质 和 过 程 等 显然 也 都 应 当 被 看 成 “数学 思 
维 论 ” 的 重要 成 分 。 男 外 ,同样 重要 的 是 ,如 果 说 数学 思维 研究 主要 地 应 被 看 成 一 种 
描述 性 的 工作 , 即 如 何 能 够 真实 地 去 反映 实际 的 数学 思维 活动 ,那么 ,数学 方法 论 中 
关于 数学 思维 方法 的 研究 则 就 显然 具有 很 强 的 规范 性 质 ,其 主要 目标 就 是 帮助 人 们 
学 会 数学 地 思维 ,或 者 说 ,如 何 能 够 按照 数学 家 的 思维 模式 去 进行 思维 (对 此 在 以 下 
还 将 作出 进一步 的 分 析 ) 。 

因而 ,数学 方法 论 与 数学 思维 的 研究 无 论 就 其 具体 内 容 或 是 基本 目标 而 言 都 存 
在 有 十 分 重要 的 区 别 。 

在 此 ,我 们 还 可 对 国内 在 数学 思维 研究 这 一 方面 所 已 完成 的 一 些 工作 作 一 简单 
评析 。 

从 笔者 接触 到 的 一 些 论著 看 ,现行 的 数学 思维 研究 往往 以 一 般 的 思维 研究 作为 
直接 的 基础 ,特别 是 ,种 种 所 谓 的 “数学 思维 论 ”其 基本 理论 框架 往往 就 是 从 一 般 的 
思维 研究 中 直接 借用 过 来 的 。 

例如 ,一 些 “ 数 学 思维 论 ” 的 论著 往往 就 以 “什么 是 思维 ”这 一 问题 作为 全 书 的 直 
_ 接 出 发 点 ,也 即 是 以 此 为 基础 作出 了 关于 “什么 是 数学 思维 ”的 具体 论述 。 在 论 及 数 
学 思维 的 基本 形式 时 ,这 些 著作 又 往往 采取 了 “概念 一 判断 一 推理 ”这 一 基本 的 分 析 
模式 (特殊 地 ,对 于 所 说 的 “推理 ? 则 又 往往 突出 地 强调 了 关于 “逻辑 推理 ”与 “ 非 逻辑 
推理 ”的 进一步 区 分 )。 再 者 ,在 论 及 数学 思维 的 方法 时 ,这 些 论 著 又 往往 会 不 厌 其 
烦 地 对 各 种 一 般 的 思维 方法 作出 详尽 的 讨论 , 即 如 分 析 与 综合 ,归纳 与 演绎 ,抽象 与 
概括 ,类 比 与 联想 ,比较 与 分 类 ,等 等 (有 的 著作 甚至 还 涉及 观察 和 实验 ,但 后 者 显然 
不 能 看 作 一 种 思维 方法 ) 。 因 此 ,总 的 来 说 ,这 事实 上 也 就 可 以 被 看 作 一 般 的 思维 研 
究 的 影响 , 即 逐 一 地 论 及 数学 思维 的 内 容 、 形 式 、 品 质 、 方 法 和 过 程 等 等 ,而 这 也 正 是 
一 般 思维 研究 中 所 普遍 采用 的 一 个 基本 框架 。 

应 当 指 出 ,在 从 事 数学 思维 的 研究 时 ,我 们 当然 应 充分 利用 一 般 思 维 研究 的 积 
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极 成 果 ; 另 外 ,这 也 正 是 科学 哲学 与 认 知心 理学 现代 研究 的 一 个 重要 结论 , 即 任何 较 
为 深入 的 认识 活动 都 必然 地 会 受到 各 种 相关 理论 的 一 定 影响 。 从 这 样 的 角度 去 分 
析 ,一般 思维 研究 对 于 数学 思维 研究 的 影响 也 就 是 不 可 避免 的 。 但 是 ,笔者 以 为 ,无 
论 就 数学 思维 论 或 是 数学 方法 论 而 言 ,又 都 不 应 成 为 一 般 思 维 理论 或 一 般 方法 理论 
在 数学 中 的 简单 应 用 或 直接 推广 ;恰恰 相反 ,这 些 理论 如 有 其 单独 存在 的 必要 ,就 不 
应 只 是 在 相应 的 一 般 性 理论 框架 中 简单 地 去 能 人 若干 数学 的 例子 。 

与 上 述 的 做 法 相对 照 ,笔者 以 为 ,为 了 建立 数学 思维 论 或 数学 方法 论 的 科学 理 
论 , 我 们 必须 立足 于 实际 的 数学 活动 (包括 数学 研究 与 数学 教学 ) ,而 不 应 满足 于 对 
于 一 般 性 思维 理论 或 方法 理论 的 简单 移植 。 值 得 指出 的 是 ,后 者 事实 上 也 就 是 数学 
教育 心理 学 国际 研究 组 织 (PME) 在 应 当 如 何 去 从 事 数学 学 习 心理 学 研究 这 一 问题 
上 的 一 个 基本 主张 , 即 我 们 不 应 从 普遍 的 .中 性 的 学 习 理 论 出 发 去 建立 数学 学 习 理 
论 ,而 应 集中 于 特定 内 容 的 学 习 过 程 。 

显然 ,从 这 种 立场 出 发 ,在 数学 思维 论 或 数学 方法 论 的 相关 论著 中 ,我 们 就 不 应 
花费 很 大 的 力量 去 从 事 一 般 性 概念 或 原则 的 讨论 。 例 如 ,作为 一 部 数学 方法 论 的 专 
著 , 就 未 必 一 定 要 首先 去 论 及 “什么 是 方法 论 。” 另 外 ,我 们 也 无 须 具体 地 论 及 各 种 与 
数学 思维 模式 和 方法 的 研究 并 无 直接 关系 的 论题 ,特别 是 ,不 应 详细 地 去 论 及 那些 
较为 专门 的 理论 性 问题 , 即 如 关于 直 感 和 直觉 ,想像 与 直觉 的 区 分 和 联系 ,等 等 。 

值得 一 提 的 是 ,研究 方法 的 选用 事实 上 也 在 很 大 程度 上 反映 了 研究 者 的 主要 目 
标 。 例 如 ,如 果 我 们 所 希望 的 只 是 很 快 地 建立 起 某 种 貌似 “面面俱到 ”的 “宏大 理 
论 ”, 而 完全 不 顾及 这 种 “理论 研究 ”是 否 具 有 任何 真正 的 意义 ,那么 上 述 的 “简单 移 
植 "的 方法 显然 就 十 分 适用 ,特别 是 ,我 们 在 此 更 可 完全 局 限于 纯粹 的 逻辑 分 析 , 而 
完全 不 用 顾及 实际 的 数学 活动 。 例 如 ,为 了 “创立 ”关于 数学 概念 的 一 个 “系统 理论 ” 
(“数学 概念 论 ”) ,我 们 就 可 逐一 地 论 及 数学 概念 的 分 类 .关系 和 定义 方法 等 ,如 概念 
可 以 分 为 单独 概念 和 普遍 概念 、 种 概念 和 属 概念 组合 概念 和 个 体 概念 .抽象 概念 和 
具体 概念 .相对 概念 和 绝对 概念 等 ;概念 间 的 关系 则 又 可 以 分 为 同一 关系 、 主 从 关 
系 、 交 叉 关系 .并 列 关 系 、 对 立 关系 .矛盾 关系 等 ;…… 同 时 则 又 完全 不 用 顾及 这 种 分 
析 对 于 实际 的 数学 活动 (包括 数学 教学 和 学 习 ) 究 竟 有 多 大 的 意义 ,也 完全 不 用 考虑 
所 说 的 研究 是 否 如 实地 反映 了 实际 数学 活动 中 概念 的 生成 和 应 用 ,特别 是 这 种 研究 
是 否 正确 地 反映 了 数学 抽象 活动 的 特殊 性 。 

但 是 ,如 果 我 们 认为 数学 思维 论 和 数学 方法 论 的 研究 必须 突出 数学 思维 的 特殊 
性 ,并 坚持 为 实际 的 数学 活动 ,特别 是 数学 教育 服务 这 样 一 个 基本 目标 ,那么 ,上 述 
的 “简单 移植 ”的 做 法 显然 就 不 可 取 了 。 恰 恰 相反 ,我 们 必须 切实 立足 于 实际 的 数 
学 活动 。 

以 下 我 们 将 通过 国内 外 相关 研究 的 比较 ,对 数学 方法 论 与 数学 思维 研究 .特别 
是 数学 学 习 心 理学 研究 的 关系 作出 进一步 的 分 析 。 
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数学 方法 论 的 理论 研究 与 实际 数学 活动 ”作为 立足 于 实际 数学 活动 的 一 个 重 
要 方面 ,在 数学 方法 论 的 研究 中 ,我 们 显然 应 十 分 重视 各 个 数学 家 的 思想 方法 的 分 
析 , 因 为 正 是 他 们 的 实际 工作 ,为 数学 方法 论 的 理论 研究 提供 了 必要 的 基础 。 也 正 
是 在 这 样 的 意义 上 ,笔者 以 为 ,与 关于 数学 方法 论 的 抽象 论述 相 比 ,以 下 的 工作 就 应 
被 赋予 更 大 的 重要 性 , 即 如 何 能 够 联系 数学 研究 的 实际 事例 、 特 别 是 著名 数学 家 的 
研究 工作 ,对 相关 的 数学 方法 论 原则 作出 具体 的 、 生 动 的 说 明 。 值 得 指出 的 是 ,这 也 
正 是 心理 学 与 科学 哲学 现代 研究 的 一 个 重要 结论 , 即 人 们 主要 地 就 是 通过 范例 来 学 
习 的 。 从 而 ,也 就 只 有 通过 数学 研究 中 的 各 个 具体 事例 ,我 们 才能 获得 关于 各 个 方 
法 论 原则 的 深刻 体验 ,并 使 之 真正 成 为 “可 以 理解 的 “可 以 学 到 手 的 "和 “能 够 加 以 
推广 应 用 的 ”。 

当然 ,在 作出 上 述 肯定 的 同时 ,我 们 又 应 看 到 ,作为 数学 思想 方法 的 理论 研究 ， 
我 们 不 应 停留 于 对 于 各 个 数学 家 思想 方法 的 简单 复述 或 必要 总 结 , 而 还 应 从 理论 高 
度 对 此 作出 进一步 的 分 析 , 特 别 是 应 清楚 地 指明 各 种 思想 方法 的 普遍 意义 。 因 为 ， 
只 有 这 样 ,一 个 由 实例 抽象 而 出 的 方法 才能 真正 成 为 一 般 性 的 “思维 模式 ”, 从 而 也 
才 有 可 能 被 成 功 地 应 用 于 各 种 新 的 场合 。 事 实 上 ,我 们 也 根本 不 可 能 亦 步 亦 趋 地 去 
重复 各 个 数学 家 的 真实 思想 活动 , 毋 宁 说 ,这 正 是 数学 方法 论 研 究 的 一 个 主要 目标 ， 
即 如 何 能 够 很 好 地 实现 对 于 真实 思维 过 程 的 “理性 重建 >( 对 此 我 们 将 在 第 7 章 中 作 
出 具体 论述 )。 因 而 , “普遍 性 ”( 和 “深刻 性 ”) 就 应 被 看 成 方法 论 原则 最 为 重要 的 一 
个 特征 ,也 就 是 说 ,数学 方法 论 的 研究 对 象 应 是 各 种 具有 普遍 意义 的 数学 思想 方法 
或 模式 。 

显然 ,按照 这 样 的 理解 ,我 们 就 不 仅 应 对 所 说 的 数学 思想 方法 与 各 个 数学 分 支 
中 的 各 种 具体 数学 方法 ( 即 如 微 积 分 学 中 的 极限 方法 、 集 合 论 中 的 力 迫 法 等 ) 作 出 明 
确 的 区 分 ,而 且 也 应 明确 反对 沉 半 于 各 种 并 不 具有 普遍 意义 的 “ 奇 招 怪 招 ”。 

其 次 ,除了 所 说 的 具体 性 与 普遍 性 的 辩证 关系 以 外 ,笔者 以 为 ,在 数学 方法 论 的 
理论 研究 中 ,我 们 又 应 十 分 重视 局 部 与 整体 的 关系 。 也 就 是 说 ,数学 方法 论 不 应 被 
等 同 于 各 种 方法 论 原则 的 简单 罗列 ;恰恰 相反 ,我 们 应 十 分 重视 如 何 能 从 整体 上 对 
这 些 方法 论 原 则 作出 进一步 的 分 析 与 必要 的 综合 。 

具体 地 说 ,我 们 在 此 首先 应 清楚 地 看 到 各 种 思想 方法 的 局 限 性 和 相对 性 ; 无论 
就 具体 的 研究 方法 ,或 是 就 一 般 的 思想 方法 而 言 ,每 种 数学 方法 显然 都 具有 自己 的 
特殊 性 质 ,并 都 具有 一 定 的 适用 范围 。 从 而 ,在 数学 方法 论 的 学 习 和 研究 中 ,我 们 就 
应 首先 弄 清 各 种 方法 的 特殊 性 和 局 限 性 。 

例如 ,在 第 5 章 中 我 们 已 对 康 托 所 创立 的 “对 角 线 方法 ”进行 了 介绍 。 以 下 就 可 
被 看 成 这 一 方法 的 主要 特点 :第 一 ,用 对 角 线 方法 可 以 构造 出 一 个 不 属于 原来 集合 
的 “新 "元素 。 从 而 ,从 无 限 的 角度 看 ,这 就 是 一 种 “超越 ”原来 的 层次 ,并 达到 新 的 、 
更 高 层次 的 有 效 方法 。 第 二 , 正 因为 对 角 线 方法 具有 上 述 特性 , 因此 就 可 以 在 两 个 
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不 同 的 方向 得 到 应 用 :我 们 既 可 以 用 它 来 证 明 某 个 集合 的 “不 可 穷竭 性 ”( 例 如, 康 托 
关于 实数 集 “ 不 可 数 性 ”的 证 明 就 是 这 方面 的 一 个 具体 例子 ), 也 可 以 用 它 来 对 原来 
的 集合 实行 新 的 扩张 (这 就 是 “ 康 托 定理 ”的 实质 所 在 )。 

正 因为 各 种 数学 方法 或 方法 论 原 则 都 具有 特定 的 适用 范围 ,在 数学 方法 论 的 研 
究 中 我 们 就 不 应 片面 地 去 夸大 任何 一 种 方法 或 方法 论 原则 的 作用 ,更 不 应 去 追求 所 
谓 的 “万 能 的 方法 ”; 怡 怡 相 反 , 我 们 应 清楚 地 认识 各 种 方法 的 局 限 性 (相对 性 ) 。 

例如 ,在 很 长 的 时 期 内 ,人 们 始终 存在 这 样 的 信念 :即使 在 当前 尚未 获得 成 功 ， 
但 从 长 远 的 角度 看 ,我 们 总 归 可 以 将 任何 一 个 数学 理论 (如 自然 数理 论 .几何 理论 
等 ) 组 织 成 一 个 相 容 的 、 完 备 的 公理 系统 。 然 而 ,这 种 观点 现 已 被 证 明 是 错误 的 , 因 
为 这 正 是 哥 德 尔 不 完备 性 定理 的 主要 内 容 : 对 于 任 一 足够 丰富 的 数学 理论 来 说 ,如 
果 所 建立 的 公理 (形式 ) 系 统 是 相 容 的 , 它 就 一 定 是 不 完备 的 。 从 而 ,在 充分 肯定 公 
理化 方法 的 作用 的 同时 ,我 们 也 就 应 当 清 楚 地 看 到 它 的 局 限 性 (特别 是 我 们 更 不 能 
企图 以 形式 的 研究 来 完全 取代 内 容 的 分 析 ) 。 

再 者 ,相对 于 各 个 数学 方法 或 方法 论 原则 的 特殊 性 和 局 限 性 而 言 ,我 们 又 应 更 
为 清楚 地 强调 各 种 方法 或 方法 论 原则 的 互补 性 以 及 数学 方法 的 整合 性 质 。 

具体 地 说 ,尽管 各 种 数学 方法 都 具有 自己 的 特殊 性 ;但 是 ,从 整体 上 说 ,数学 方 
法 又 表现 出 了 明显 的 对 偶 性 :各 种 数学 方法 往往 都 处 于 方向 相反 、 作 用 不 同 的 对 立 
状态 之 中 ,而且 ,这 些 互 为 对 偶 的 方法 在 实际 的 数学 研究 中 又 往往 是 相互 依赖 、 互 为 
作用 的 。 显 然 ,清楚 地 认识 到 了 数学 方法 的 这 种 对 偶 性 ,也 就 有 助 于 我 们 克服 各 个 
方法 的 局 限 性 。 

例如 ,正如 前 面 所 提 及 的 ,在 直觉 与 逻辑 之 间 就 存在 有 既 互 相对 立 .又 相互 作用 
.的 辩证 关系 。 因 此 ,在 实际 的 数学 研究 中 ,我 们 就 应 同时 注意 逻辑 思维 与 直觉 能 力 
的 综合 应 用 。 例 如 ,在 解决 某 一 问题 时 ,如 果 存 在 有 多 种 可 能 的 途径 ,我 们 就 应 充分 
发 挥 直 觉 的 “选择 ”作用 。 正 如 波 利 亚 所 指出 的 : “任何 认真 考虑 过 他 的 问题 的 人 对 
于 解 的 接近 程度 和 问题 进展 的 步子 都 会 有 一 种 明确 的 感觉 。……: 比如 : 这样 做 是 
对 的 , 解 可 能 就 在 这 附近 ’ ,或 者 “这 样 太 慢 了 , 解 还 是 离 得 很 远 ,或 者 :我 卡 住 了 ,一 
点 没有 进展 ,或 者 “我 正在 偏离 问题 的 解 :等 等 >”。 当 然 , 作 为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 
又 不 应 盲目 地 去 信任 直觉 。 从 而 ,这 也 就 如 波 利 亚 所 指出 的 ,“ 决 不 要 做 违反 你 的 感 
觉 的 事 ,但 也 应 不 带 任何 偏见 地 去 查看 那些 支持 或 反对 你 的 计划 的 种 种 说 得 清楚 的 
理由 ”。 

对 于 数学 方法 或 方法 论 原则 互补 性 质 的 清楚 认识 ,显然 也 可 被 看 成 人 们 明确 提 
出 如 下 一 些 基 本 原则 的 直接 基础 ,如 “现实 背景 与 形式 模型 互相 统一 的 原则 ”,“ 解 题 
技巧 与 程序 训练 相 结 合 的 原则 ”, 等 等 。( 详 见 张 莫 宙 等 ,《 数 学 教育 学 ,江西 教育 出 
版 社 ,1991) 

除了 上 述 的 互补 性 以 外 ,数学 方法 在 总 体 上 说 又 表现 出 了 明显 的 综合 性 。 也 就 
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是 说 ,实际 的 数学 研究 不 仅 包括 了 互 为 对 偶 的 方法 的 相互 补充 ， 而 且 也 包括 了 多 种 
不 同方 法 的 综合 应 用 。 

对 于 数学 方法 的 这 种 综合 性 ,有 不 少数 学 家 也 曾 给 予 了 明确 的 强调 。 例 如 , 著 
名 数学 家 R. 柯 朗 和 H. 罗布 尼斯 就 曾 指出 :“ 数 学 的 基本 成 分 是 逻辑 与 直觉 ,分析 与 
综合 一般 与 特殊 。 尽 管 不 同 的 传统 可 能 强调 不 同 的 侧面 ,但 是 ,只 有 这 些 对 立 面 的 
相互 作用 ,以 及 为 了 这 些 对 立 面 的 结合 而 进行 的 努力 , 才 构 成 了 数学 的 生命 .可 应 用 
性 和 最 高 的 价值 ”因此 ,在 数学 方法 论 的 学 习 和 研究 中 ,我 们 不 仅 应 十 分 重视 各 种 
具体 的 数学 方法 或 方法 论 原则 ,而 且 更 应 注意 培养 综合 应 用 的 能 力 。 

最 后 ,数学 方法 的 层次 性 显然 又 可 被 看 成 最 为 清楚 地 表明 了 数学 方法 论 的 整合 
性 质 与 数学 方法 或 方法 论 原则 的 统一 性 ,数学 方法 论 并 不 是 各 种 互 不 相关 的 方法 或 
方法 论 原则 的 杂乱 组 合 ,而 是 一 个 具有 一 定 层次 结构 的 有 机 整体 一 特殊 地 ,后 者 
事实 上 也 就 应 当 被 看 成 数学 方法 论 科学 理论 体系 的 一 个 主要 特征 。 

我 们 在 此 可 对 数学 方法 的 层次 性 作出 如 下 的 大 致 描述 :处 于 最 底层 的 是 各 个 数 
学 分 支 中 的 特殊 方法 , 较 高 层次 的 则 是 若干 个 数学 分 支 中 所 使 用 的 共同 方法 ,…… 
另外 ,除去 这 种 纵向 的 层次 区 分 以 外 ,也 还 存在 重要 的 横向 联系 。 例 如 ,一 般 的 思想 
方法 事实 上 就 起 着 这 样 的 联系 作用 ,后 者 并 就 构成 了 数学 方法 论 研究 的 主要 对 象 。 

由 于 数学 方法 论 是 一 门 新 兴学 科 , 因 此 ,要 想 详 细 地 勾画 出 数学 方法 论 的 整体 
结构 就 为 时 过 早 ;但 是 ,这 显然 又 应 被 看 成 深入 开展 数学 方法 论 研 究 的 一 个 基本 
目标 。 

数学 方法 论 与 数学 哲学 ”首先 ,作为 数学 的 哲学 分 析 , 数 学 哲学 必定 具有 一 定 
的 方法 论 意义 ,特别 是 我 们 更 应 清楚 地 看 到 数学 观 的 现代 演变 对 于 数学 方法 论 研究 
的 重要 意义 。 

具体 地 说 ,这 正 是 数学 哲学 现代 发 展 的 一 个 主要 特征 , 即 基本 的 数学 观 已 经 由 
静态 的 、 绝 对 主义 的 数学 观 转移 到 了 动态 的 .经 验 和 拟 经 验 的 数学 观 。 也 就 是 说 , 数 
学 不 应 被 简单 地 等 同 于 数学 知识 的 汇集 ,而 应 看 成 人 类 的 一 种 创造 性 活动 ; 正 因 如 
此 ,数学 的 发 展 就 并 非 无 可 怀疑 的 真理 在 数量 上 的 简单 积累 ,而 是 一 个 包含 有 猜测 、 
错误 和 尝试 .证 明和 反 驱 .检验 与 改进 的 复杂 过 程 。 

显然 ,从 这 样 的 立场 去 分 析 , 我 们 就 不 应 惟一 地 着 眼 于 作为 数学 活动 “最 终 ” 产 
物 的 事实 性 结论 (包括 公式 等 ) ,而 应 采取 "过程 与 结果 并 重 ” 的 态度 ,特别 是 ,数学 更 
应 被 看 成 一 个 由 “语言 ”方法 扩 问 题 光 命题 等 多 种 成 分 所 组 成 的 复合 体 ( 这 正 是 
“数学 活动 论 ” 的 主要 内 容 , 详 见 郑 乌 信 ,，《 数 学 方法 论 》, 广 西 教育 出 版 社 ,1991)。 特 
殊 地 ,对 于 “方法 ”在 数学 中 基本 地 位 的 确认 ,显然 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 方法 
论 研究 的 重要 性 。 

其 次 ,作为 数学 活动 的 具体 分 析 ,我 们 又 应 清楚 地 看 到 这 种 活动 的 社会 性 质 :在 

现代 社会 中 ,每 个 数学 家 ,无 论 其 自觉 与 否 , 总 是 作为 相应 社会 共同 体 (“ 数 学 共同 
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体 ”) 的 一 员 从 事 自 己 的 研究 活动 的 , 即 必定 处 在 一 定 的 数学 传统 之 中 。 从 而 ,作为 
“数学 活动 ”具体 内 涵 的 进一步 分 析 , 我 们 也 就 应 当 把 所 说 的 “数学 传统 ”( 或 者 说 ， 
“数学 的 观念 成 分 ”包括 在 内 (由 于 数学 方法 论 事实 上 也 可 被 看 成 属于 “数学 的 观念 
成 分 ”, 因 此 ,这 一 分 析 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 方法 论 原则 的 客观 性 及 其 积极 意 
义 )。 

应 当 强 调 的 是 ,动态 的 数学 观 事实 上 也 为 深入 开展 数学 方法 论 的 研究 开拓 了 一 
个 新 的 领域 :我 们 应 当 由 “微观 的 数学 方法 论 ” 扩 展 到 “宏观 的 数学 方法 论 ”, 即 应 当 
对 数学 的 发 展 规律 作出 深入 的 研究 。 当 然 ,后 一 方面 的 工作 也 不 能 停留 于 历史 事实 
的 简单 列举 和 归纳 ,而 应 从 理论 的 高 度 对 此 作出 深入 的 分 析 。 例 如 ,在 笔者 看 来 ,这 
就 是 数学 历史 发 展 的 一 个 重要 规律 , 即 数学 的 无 限 发 展 正 是 在 诸多 因素 的 辩证 运动 
中 实现 的 ,或 者 说 , 正 是 各 个 对 立 面 的 辩证 运动 为 数学 的 发 展 提供 了 必要 的 内 在 机 
制 ( 详 见 郑 毓 信 、 李 国 伟 ,4 数学 哲学 中 的 革命 ), 九 章 出 版 社 [ 台 湾 ],1999)。 显 然 ,这 
事实 上 也 就 可 以 被 看 成 数学 哲学 与 数学 方法 论 研究 的 一 个 交汇 点 。 

最 后 ,正确 的 哲学 思想 为 我 们 深入 从 事 数 学 方法 论 的 研究 提供 了 重要 的 思想 武 
器 。 例 如 ,以 上 所 论 及 的 数学 方法 的 互补 性 和 整合 性 显然 就 已 十 分 清楚 地 表明 了 数 
学 方法 的 辩证 性 质 。 对 此 ,一 些 数学 家 也 已 清楚 地 认识 到 。 例 如 , 波 利 亚 就 曾 利用 
动员 与 组 织 .辨认 与 回忆 、 补 充 与 重新 组 合 、 分 割 与 结合 这 样 几 组 概念 对 数学 发 现 的 
思维 过 程 进 行 了 描述 。 他 强调 指出 :“ 这 上 几 组 概念 中 的 两 个 侧面 都 是 互相 对 立 , 又 是 
互相 补充 、 互 相依 赖 的 ,另外 ,在 各 组 概念 之 间 也 存在 有 互相 补充 、 互 相依 赖 的 关系 ， 
从 而 就 在 一 定 程度 上 清楚 地 揭示 了 数学 认识 活动 的 辩证 性 质 ,” 由 于 波 利 亚 等 人 正 
是 通过 数学 实践 得 出 这 样 的 认识 的 ,因此 这 就 不 是 空洞 的 教条 ,而 是 具体 地 渗透 到 
了 数学 与 数学 方法 论 的 研究 工作 中 ;但 是 ,又 由 于 这 些 认 识 在 很 大 程度 上 只 是 辩证 
思维 的 自发 应 用 ,而 并 非 自 觉 的 应 用 ,因此 ,这 些 认 识 往往 也 具有 一 定 的 局 限 性 。 这 
事实 上 也 就 从 另 一 角度 更 为 清楚 表明 理论 思维 对 于 数学 方法 论 研究 的 特殊 重要 性 。 
也 就 是 说 ,深入 开展 数学 方法 论 研 究 的 一 个 关键 因素 ,是 应 当 自 觉 地 去 坚持 和 运用 
唯物 辩证 法 ,特别 是 ,只 有 切实 做 到 了 这 样 一 点 ,我 们 才 有 可 能 发 展 起 具有 中 国 特色 
的 数学 方法 论 ,从 而 也 将 真正 有 益 于 我 国 的 数学 研究 更 快 地 赶 上 和 超越 世界 先进 
水 平 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问题 ,在 此 还 可 对 数学 方法 的 局 限 性 和 无 限 发 展 性 质 作 出 进 
一 步 的 分 析 。 正 如 前 面 所 提 及 的 ,任何 一 种 方法 或 方法 论 原则 都 不 是 万 能 的 ,必然 


. 有 其 特定 的 适用 范围 。 另 外 ,又 由 于 数学 研究 是 一 种 十 分 复杂 、 高 度 能 动 的 创造 性 


活动 ,特别 是 ,其 中 必定 包含 有 一 定 的 非 理性 成 分 和 个 体 的 特殊 性 , 因此 ,这 就 不 可 
能 被 完全 纳入 任何 一 个 固定 的 方法 论 框 架 ;恰恰 相反 ,我 们 应 清楚 地 看 到 数学 思想 
方法 具有 无 限 的 发 展 可 能 性 。 例 如 ,新 的 数学 对 象 的 引进 与 新 的 数学 理论 的 建立 必 
然 要 求 我 们 积极 地 去 创建 新 的 研究 方法 。 另 外 , 随 着 数学 的 发 展 ,已 有 的 方法 也 可 
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能 获得 更 为 广泛 的 应 用 和 新 的 发 展 ;而 作为 客观 世界 量 性 规律 的 认识 和 反映 ,客观 
世界 在 广度 和 深度 上 的 无 限 性 显然 也 就 直接 决定 了 数学 以 及 数学 方法 论 具有 无 限 
的 发 展 可 能 性 。 

因此 ,我 们 不 能 用 静止 的 观点 去 看 待 数学 方法 论 ,而 应 积极 地 发 展 和 创造 新 的 
方法 ;另外 ,同样 重要 的 是 ,在 明确 肯定 数学 方法 论 的 积极 意义 的 同时 ,我 们 也 不 应 
盲目 地 追求 任何 一 种 绝对 的 统一 性 ,如 按照 某 种 统一 的 模式 强制 地 去 规范 人 们 的 思 
维 。( 也 正 是 基于 这 样 的 意义 ,数学 方法 论 不 应 被 看 成 纯粹 的 规范 性 研究 ,组 宁 说 ， 
我 们 在 此 应 切实 防止 任何 一 种 过 强 的 规范 性 。 对 此 可 见 以 下 的 论述 。) 

最 后 ,在 充分 肯定 数学 方法 论 与 数学 哲学 的 重要 联系 .特别 是 数学 哲学 对 于 数 
学 方法 论 研究 的 积极 意义 的 同时 ,我 们 显然 又 应 防止 将 两 者 简单 地 等 同 起 来 。 特 别 
是 ,由 于 数学 方法 论 与 数学 哲学 各 有 其 特殊 的 研究 问题 和 研究 重点 ,因此 ,我 们 就 不 
应 把 数学 哲学 的 内 容 直 接纳 入 到 数学 方法 论 之 中 。 例 如 ,在 笔者 看 来 ,前 面 所 提 及 
的 (数学 思想 方法 ) 一 书 中 所 列举 的 若干 内 容 ,如 关于 数学 的 性 质 、 特 征 和 作用 的 分 
析 , 以 及 数学 内 容 的 辩证 性 质 等 ,就 都 应 归属 于 数学 哲学 、 而 不 是 数学 方法 论 的 研究 
范围 。 

结束 语 依据 以 上 的 分 析 , 我 们 可 总 结 出 以 下 几 条 关于 如 何 深入 开展 数学 方法 
论 研究 的 指导 性 原则 : 

第 一 ,思维 总 是 按照 一 定 的 模式 进行 的 ,特殊 地 ,数学 更 具有 本 身 特殊 的 思维 模 
式 , 这 就 是 数学 方法 论 的 研究 对 象 。 

第 二 ,数学 方法 论 是 一 门 实践 性 的 学 科 , 因此 ,我 们 就 不 仅 应 当 十 分 重视 数学 方 
法 论 的 理论 研究 ,而 且 也 应 高 度 关注 如 何 更 好 地 去 发 挥 数 学 方法 论 对 于 实际 数学 活 
动 的 促进 作用 ,并 应 努力 做 到 理论 与 实践 的 密切 结合 。 从 数学 方法 论 的 理论 建设 这 
一 角度 看 ,我 们 既 应 避免 将 数学 方法 论 变 成 一 门 借 题 发 挥 . 夸 夸 其 谈 的 空洞 “学 问 ”， 
又 应 善于 从 理论 的 高 度 去 对 已 有 的 实践 活动 作出 总 结 。 

第 三 ,数学 方法 论 研究 的 一 个 重要 途径 是 通过 典型 例子 的 分 析 引 出 具有 普遍 意 
义 的 思想 方法 或 模式 。 由 于 个 人 的 实践 活动 必定 是 有 限 的 ,因此 ,从 事 数学 方法 论 
研究 的 一 个 重要 途径 就 是 努力 加 强 数学 史 、 数 学 经 典 著作 的 学 习 。 可 以 这 样 说 , 没 
有 数学 史 的 数学 方法 论 必定 是 空洞 的 。 另 外 , 在 数学 方法 论 的 实际 研究 中 ,我 们 又 
应 大 力 提倡 数学 方法 论 的 研究 者 与 数学 工作 者 .数学 史学 家 的 密切 合作 。 

第 四 ,数学 方法 论 由 于 其 本 身 的 特殊 性 质 , 必然 与 数学 的 哲学 分 析 有 着 直接 的 
联系 ,因此 ,每 个 数学 方法 论 工作 者 都 应 努力 提高 自己 的 哲学 素养 ,特别 是 应 当 了 解 
数学 哲学 的 一 般 内 容 。 但 是 ,我 们 又 应 避免 用 哲学 的 分 析 去 取代 数学 方法 论 的 具体 
研究 ,而 应 当 用 正确 的 哲学 思维 去 指导 ,促进 数学 方法 论 的 研究 。 所 以 ,我 们 应 当 大 
力 提倡 数学 方法 论 研究 者 与 哲学 工作 者 的 密切 合作 。 
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第 二 节 国外 的 相关 研究 


以 下 再 对 国际 上 的 相关 研究 作 简要 的 介绍 。 
一 、 波 利 亚 的 贡献 


传统 的 “两 极 对 立 ” 历史 上 ,人 们 曾 从 各 种 不 同 的 角度 对 思维 、 特 别 是 创造 性 
思维 进行 了 研究 。 例 如 ,在 哲学 ,心理 学 .逻辑 学 和 教育 学 等 学 科 中 我 们 都 可 找到 这 
方面 的 内 容 。 特 殊 地 ,我们 在 此 显然 又 应 特别 注意 心理 学 和 逻辑 学 的 相关 研究 , 因 
为 ,思维 活动 即 可 说 是 构成 了 心理 学 和 逻辑 学 研究 的 基本 内 容 。 

然而 ,应 当 强 调 的 是 ,在 心理 学 与 逻辑 学 的 相关 研究 之 间 又 存在 重要 的 区 别 , 特 
别 是 两 者 所 采取 的 基本 立场 可 以 说 是 互相 对 立 的 。 

具体 地 说 ,正如 前 面 所 提 及 的 ,心理 学 的 研究 在 很 大 程度 上 是 一 种 描述 性 的 研 
究 , 即 希望 能 真实 地 反映 人 们 的 心理 活动 ,包括 感觉 ,知觉 ,记忆 思维、 情感 ,性格 、 
能 力 等 。 例 如 , 曾 在 心理 学 领域 中 长 期 占据 主导 地 位 的 行为 主义 学 派 在 心理 学 研究 
中 所 采取 的 基本 立场 在 很 大 程度 上 就 可 被 看 成 这 种 描述 性 立场 的 一 个 直接 反映 :由 
于 内 在 的 思维 活动 是 不 可 直接 感知 的 ,因此 ,在 行为 主义 者 看 来 ,心理 学 的 研究 就 应 
局 限于 外 部 的 可 见 行为 ,而 不 应 涉及 任何 内 在 的 思维 活动 。 

与 心理 学 的 研究 不 同 , 逻 辑 学 所 从 事 的 则 并 非 是 一 种 描述 性 的 工作 ,而 主要 是 
一 种 规范 性 的 研究 ,因为 后 者 惟一 关注 的 是 思维 的 合理 性 ,包括 概念 的 清晰 性 ,推理 
的 有 效 性 (可 靠 性 ) .理论 的 相 容 性 ,等 等 。 应 当 指 明 的 是 ,尽管 从 历史 的 角度 看 逻辑 
学 曾经 历 了 由 传统 逻辑 (形式 逻辑 ) 到 数理 逻辑 的 重要 发 展 ,但 其 又 始终 保持 了 所 说 
的 规范 性 质 , 即 主 要 集中 于 我 们 应 当 如 何 去 保 证 思维 (特别 是 推理 ) 的 合理 性 (有 效 
性 ) 。 

正 因 为 心理 学 和 逻辑 学 中 关于 思维 的 研究 所 采取 的 是 相互 对 立 的 两 种 立场 ,我 
们 在 此 自然 也 就 应 当 考 虑 这 样 的 问题 :数学 方法 论 究竟 是 一 种 什么 样 的 研究 ? 特殊 
地 ,在 数学 方法 论 与 心理 学 和 逮 辑 学 的 相应 研究 之 间 又 存在 什么 样 的 关系 ? 

波 利 亚 的 贡献 关于 思维 合理 性 的 研究 显然 十 分 必要 ,特别 是 ,由 于 数学 对 象 
并 非 经 验 世界 中 的 真实 存在 , 而 只 是 抽象 思维 的 产物 ,因此 ,在 数学 的 研究 活动 中 ， 
我 们 就 应 特别 注意 思维 活动 的 合理 性 。 例 如 ,这 事实 上 就 是 逻辑 证 明 何以 在 数学 研 
究 中 占有 特别 重要 位 置 的 一 个 重要 原因 。 另 外 ,也 正 是 从 这 样 的 角度 出 发 ,我 们 显 
然 又 应 高 度 重 视 理 论 在 整体 上 的 一 致 性 ,这 就 是 理论 的 相 容 性 。 

但 是 ,在 此 需要 强调 的 是 ,从 创造 性 思维 的 角度 看 ,逻辑 的 研究 显然 又 有 着 明显 
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的 局 限 性 ,因为 ,由 上 述 的 基本 立场 即 可 看 出 ,逻辑 的 研究 主要 是 一 种 静态 的 研究 ， 
即 只 是 指明 了 应 当 如 何 去 判 定 某 种 思维 形式 是 否 合理 ,而 完全 没有 涉及 相应 的 思想 
是 如 何 产生 的 。 同 样 地 , 它 也 只 是 指明 了 什么 样 的 推理 形式 是 可 靠 的 ,但 却 没有 能 
够 表明 这 些 推理 活动 会 把 思维 引 向 何 处 。 从 而 ,就 如 彭 加 勒 所 指出 的 ,纯粹 解析 把 
许多 程序 提供 给 我 们 使 用 , 它 保证 这 些 程序 是 确实 可 靠 的 ; 它 为 我 们 开辟 了 成 千 条 
不 同 的 大 道 ,我 们 可 以 满怀 信心 地 迈步 在 这 些 大 道上 ;我 们 确信 不 会 遇 到 任何 障碍 。 
但 是 ,在 所 有 这 些 道路 中 , 哪 一 条 会 最 迅速 地 把 我 们 引 向 目标 呢 ?”“ 人 逻辑 告诉 我 们 走 
这 一 条 路 保证 不 会 遇 到 任何 障碍 ;但 是 它 不 会 告诉 我 们 哪 一 条 路 能 达到 目的 ”最 
后 ,又 如 前 面 所 已 提 及 的 ,由 于 创造 性 的 思维 活动 必然 包含 有 非 理 性 的 成 分 , 如 直 
觉 .无 意识 思维 活动 等 ,从 而 就 不 可 能 被 完全 纳 人 逻辑 法 则 的 框架 之 中 。 

综 上 所 述 ,数学 方法 论 的 研究 不 应 满足 于 直接 搬 弄 逻辑 学 的 研究 成 果 , 更 不 能 
局 限于 纯粹 逻辑 的 范围 。 也 就 是 说 ,数学 方法 论 如 有 其 独立 存在 的 必要 ,就 应 超出 
纯粹 逻辑 的 范围 而 具有 自己 的 特殊 内 容 。 

更 为 一 般 地 说 ,我 们 应 明确 反对 把 方法 论 原则 看 成 某 种 必须 严格 遵循 的 硬性 规 
范 。 回 顾 人 类 的 历史 ,我 们 可 以 看 到 人 们 在 后 一 方向 上 所 作出 的 不 少 努力 ,但 是 所 
有 这 些 努 力 最 终 又 都 未 能 逃脱 失败 的 命运 。 具 体 地 说 ,在 人 类 文明 (更 为 正确 地 说 ， 
即 是 西方 文明 ) 的 发 展 进展 中 , 曾 有 过 这 样 一 个 时 期 ,其 间 人 们 曾 希望 能 够 找到 这 样 
一 种 方法 ,用 之 即 可 有 效 地 解决 一 切 问题 ,或 有 效 地 从 事 发 明和 创造 。 显 然 , 如 果 这 
种 “万 能 方法 "确实 存在 的 话 ,这 就 为 人 们 的 思维 训练 提供 了 最 高 的 规范 。 但 是 ,就 
像 不 存在 可 以 把 万 物 点 化 为 黄金 的 “哲人 之 石 ”, 能 有 效 地 解决 一 切 问 题 或 从 事 创造 
性 思维 活动 的 “万 能 方法 ”也 是 不 存在 的 。 这 样 ,所 有 这 些 追 求 “ 万 能 方法 ”( 或 者 说 ， 
“最 高 规范 ”) 的 努力 就 都 没有 能 逃脱 失败 的 命运 。 

由 于 人 们 往往 习惯 于 “两 极 对 立 ” 的 思维 方式 ,因此 ,作为 上 述 方向 上 努力 的 失 
败 的 一 个 直接 结果 ,在 西方 文明 史上 出 现 以 下 现象 也 就 无 足 为 奇 了 , 即 人 们 曾 一 度 
由 “规范 性 ”的 研究 转向 了 完全 的 “ 措 述 性 ”, 即 认为 创造 发 明 的 问题 应 当 被 看 成 完全 
属于 心理 学 的 研究 范围 ,对 此 我 们 不 可 能 作出 任何 理性 的 分 析 , 从 而 也 就 根本 不 存 
在 任何 真正 意义 上 的 “创造 的 方法 ”。 显 然 , 如 果 坚 持 这 样 的 立场 ,方法 论 的 研究 也 
就 被 完全 取消 了 。 

正 是 在 上 述 的 “严峻 ?形势 下 , 美 籍 匈牙利 数学 家 、 数 学 教育 家 波 利 亚 自觉 地 承 
担 起 了 “复兴 ”数学 启发 法 的 重任 一 一 按照 波 利 亚 的 解释 ,所 谓 启发 法 就 是 指 “ 关 于 
发 现 与 发 明 的 方法 和 规律 ”的 研究 。 波 利 亚 在 这 一 问题 上 的 基本 立场 是 :尽管 所 谓 
的 “万 能 方法 "是 不 存在 的 ,但 是 , “各 种 各 样 的 规则 还 是 有 的 ,诸如 行为 准则 、 格 言 、 
指南 等 等 。 这 些 都 还 是 有 用 的 ”特别 是 ,我 们 可 以 而 且 应 当 由 已 有 的 成 功 实践 总 结 
出 一 般 的 方法 或 模式 。 尽 管 后 者 并 不 能 被 看 成 新 的 活动 所 必须 严格 遵循 的 硬性 规 
范 ,但 是 ,这 些 方法 或 模式 在 以 后 的 类 似 情况 下 ,还 是 可 以 起 到 重要 的 启发 与 指导 作 
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用 。 由 此 可 见 , 由 波 利 亚 所 开创 的 数学 启发 法 研究 事实 上 就 是 在 上 述 的 “描述 性 ”与 
“规范 性 ”的 两 极 对 立 之 间 开 拓 了 第 三 种 可 能 性 ,并 为 数学 方法 论 的 现代 研究 指明 了 
努力 的 方向 :数学 方法 论 是 一 种 启发 性 的 研究 , 既 不 同 于 纯粹 的 规范 性 研究 ,也 不 同 
于 纯粹 的 描述 性 工作 。 

因而 ,尽管 方法 论 的 研究 应 当 立 足 于 对 于 真实 思维 活动 的 深入 考察 ;但 是 ,这 又 
并 非 一 种 纯粹 的 描述 性 工作 ,而 应 致力 于 如 何 能 由 成 功 实例 的 分 析 引 出 普遍 性 的 思 
维 方 法 或 模式 ,从 而 就 能 在 新 的 实践 活动 中 给 人 以 一 定 的 启发 。 正 因 如 此 ,在 方法 
论 的 研究 中 ,人 们 通常 就 并 不 十 分 关心 有 关 的 实例 是 否 符合 历史 的 本 来 面 艇 , 星 宁 
说 ,我 们 在 此 更 为 重视 的 即 是 历史 事实 的 “理性 重建 ”, 即 希 望 能 通过 方法 论 的 “ 重 
建 ” 使 得 相应 的 思维 活动 成 为 “可 以 理解 的 “可 以 学 到 手 的 ”和 “能 够 加 以 推广 应 用 

男 外 ,作为 启发 性 的 研究 ,数学 方法 论 中 所 给 出 的 各 种 思维 方法 或 模式 也 不 是 
一 些 必须 严格 遵循 的 硬性 规范 。 例 如 ,就 “启发 性 解 题 策略 ”在 解 题 活动 中 的 应 用 而 
言 ,一 个 基本 的 指导 思想 就 是 :如 果 解 题 者 对 于 如 何 求解 所 面临 的 问题 有 着 明确 的 
想法 ,就 完全 可 以 按照 自己 的 想法 去 行事 , 而 不 用 顾及 任何 方法 论 的 建议 。 更 为 一 
般 地 说 ,这 也 就 是 指 ,我 们 应 当 明确 反对 按照 任何 一 种 统一 的 模式 强制 地 去 规范 人 
们 的 思维 ,组 宁 说 ,以 下 即 应 被 看 成 创造 性 思维 的 本 质 所 在 :“ 以 正 合 ,以 奇 胜 .” 也 就 
是 说 ,我 们 既 应 通过 数学 方法 论 的 学 习 和 研究 学 会 数学 地 思维 ,但 这 又 应 当 被 看 成 
数学 方法 论 的 学 习 和 运用 的 一 个 更 高 境界 , 即 能 依据 具体 的 情境 (以 及 自己 的 个 性 
特征 ) 创 造 性 地 运用 各 种 方法 论 原 则 ,包括 在 数学 方法 上 作出 新 的 创造 。 

综 上 所 述 ,数学 方法 论 应 被 看 作 启发 性 的 研究 。 


.二 ,问题 解决 ”的 现代 研究 


i 


正 是 波 利 亚 为 数学 方法 论 的 现代 研究 指明 了 努力 的 方向 ,或 者 说 清楚 地 指明 了 
数学 方法 论 研究 的 基本 人 性质, 因此 ,在 这 样 的 意义 上 , 波 利 亚 关于 数学 启发 法 的 研究 
也 就 可 被 说 成 为 数学 方法 论 的 现代 研究 莫 定 了 必要 的 基础 。 

具体 地 说 , 波 利 亚 关 于 数学 启发 法 的 研究 主要 是 围绕 “怎样 解 题 * 这 样 一 个 主题 
展开 的 。 以 下 就 是 波 利 亚 在 这 一 方面 的 一 些 主要 著作 《怎样 解 题 》( 科 学 出 版 社 ， 
1982),《 数 学 的 发 现 》 内 蒙古 人 民 出 版 社 ,1980) 《数学 与 猜想 》( 科 学 出 版 社 ,1984 
年 )。(〈 对 于 波 利 亚 上 述 工作 的 概述 可 详 见 郑 毓 信 , 人 数学 方法 论 》, 广 西 教育 出 版 社 ， 
2001 ,第 一 章 ) 从 历史 的 角度 看 ,这 些 工 作 就 构成 了 国内 外 在 上 述 方向 上 进一步 工作 
的 直接 出 发 点 。 但 是 ,由 于 自 波 利 亚 的 上 述 著作 问世 以 来 已 经 约 有 半 个 世纪 过 去 
了 ,因此 ,在 充分 肯定 波 利 亚 的 贡献 的 同时 ,我 们 显然 又 应 考虑 这 样 的 问题 ,什么 是 
国际 范围 内 自 波 利 亚 以 来 在 这 一 方面 所 取得 的 主要 进展 ? 或 者 说 ,在 这 一 领域 中 ， 
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是 否 自 波 利 亚 以 后 并 无 任何 重要 的 进步 ,以 致 今天 在 数学 方法 论 的 领域 中 我 们 仍然 
言 之 必 称 波 利 亚 ? 

毋庸 置疑 ,科学 的 发 展 不 会 始终 停留 于 某 一 特定 的 水 平 。 因 此 , 在 从 事 数学 方 
法 论 的 研究 时 ,我 们 也 就 应 当 自 觉 地 去 采取 这 样 一 种 基本 立场 :我 们 既 应 高 度 重视 
对 于 波 利 亚 数学 启发 法 的 学 习 和 继承 , 同时 又 应 积极 地 去 开展 新 的 研究 ,从 而 真正 
做 到 对 于 波 利 亚 的 “超越 ”。 

事实 上 ,前 面 所 介绍 的 国内 关于 数学 方法 论 的 研究 在 一 定 程度 上 就 可 被 看 成 上 
述 方向 的 一 些 具体 工作 ;那么 ,什么 又 是 波 利 亚 以 后 国际 上 在 数学 启发 法 研究 方面 
的 最 重要 进展 呢 ? 以 下 就 围绕 “问题 解决 > 这 一 主题 对 此 作出 简要 的 介绍 。 

具体 地 说 ,正如 人 们 已 普遍 了 解 的 “问题 解决 ?是 20 世纪 80 年 代 国 际 数学 教育 
界 的 一 个 主要 口号 , 即 认为 应 当 以 “问题 解决 作为 学 校 数 学 教育 的 中 心 *。 特 殊 地 ， 
“对 于 波 利 亚 的 重新 发 现 ?就 可 被 看 成 这 一 改革 运动 的 一 个 直接 的 出 发 点 ;另外 ,更 
为 重要 的 是 ,又 正 是 通过 理论 研究 与 数学 教学 实践 的 密切 结合 ,人 们 才 逐 步 实现 了 
对 于 波 利 亚 的 “超越 ?。 特 别 是 ,如 果 说 波 利 亚 在 这 一 方面 的 工作 主要 集中 于 “ 解 题 
策略 ”, 那 么 ,关于 “问题 解决 ”的 现代 研究 就 已 超出 后 一 范围 而 包括 了 更 多 的 因素 ， 
事实 上 这 也 就 为 “问题 解决 ”提供 了 一 个 新 的 理论 框架 。 

曲折 的 前 进 ”尽管 波 利 亚 的 数学 启发 法 研究 已 经 为 进一步 的 工作 打下 了 良好 
基础 , 波 利 亚 的 有 关 论著 也 曾 在 世界 范围 内 引起 过 一 定 的 积极 反响 ;但 是 ,就 西方 各 
国 、 特 别 是 美国 而 言 ,关于 “问题 解决 ”的 研究 在 很 长 时 间 内 却 一 直 处 于 低谷 的 状态 ， 
而 只 是 到 了 20 世纪 80 年 代 才 又 重新 获得 了 人 们 的 普遍 重视 。 这 种 发 展 的 停滞 性 在 
很 大 程度 上 是 由 数学 教育 的 总 体 发 展 形势 所 决定 的 :在 20 世纪 60 年 代 , 在 数学 教育 
领域 中 占据 中 心地 位 的 是 所 谓 的 “新 数 运动 ”, 其 主要 特征 是 对 于 抽象 分 析 与 数学 知 
识 内 在 的 逻辑 结构 的 片面 强调 。 由 于 “新 数 和 运动 ?违背 了 基本 的 认识 规律 ,从 而 造成 
了 数学 教育 质量 的 明显 下 降 ,因此 ,这 一 运动 最 终 就 未 能 逃脱 失败 的 命运 。 其 后 ,在 
20 世纪 70 年 代 , 作 为 对 于 上 述 改革 运动 的 一 种 “反动 *,“ 回 到 基础 > 又 成 了 美国 数学 
教育 界 的 主要 口号 ,而 其 主要 特征 则 是 对 于 基础 知识 .基本 技能 的 突出 强调 ,并 认为 
只 需 通 过 反复 的 讲授 和 大 量 的 、 机 械 的 练习 ,就 可 使 学 生 较 好 地 掌握 所 说 的 基础 知 
识 和 基本 技能 ( 正 因 如 此 ,20 世纪 70 年 代 有 时 被 形容 为 “机 械 练 习 的 十 年 ”)。 但 是 ， 
近 十 年 的 实践 却 又 证 明 这 一 运动 并 没有 能 够 达到 真正 提高 数学 教育 质量 的 目标 ,而 
且 , 即 使 就 所 说 的 基础 知识 与 基本 技能 的 掌握 而 言 ,反复 的 讲授 与 大 量 的 练习 也 未 
能 实现 预期 的 目标 。20 世纪 80 年 代 , 人 们 又 提出 了 “问题 解决 ”这 样 一 个 口号 ,而 其 
实际 出 发 点 就 是 “对 于 波 利 亚 的 重新 发 现 ”。 例 如 ,美国 数学 教师 全 国 委员 会 
(NCTM) 在 1980 年 出 版 的 一 部 指导 性 著作 《学 校 数 学 中 的 问题 解决 》, 就 重印 了 波 
利 亚 的 一 篇 短文 “ 论 中 学 里 的 数学 解 题 "作为 全 书 的 第 一 篇 文章 ,而 这 篇 文章 事实 上 
却 是 波 利 亚 在 1949 年 发 表 的 。 


入 139 


数学 方法 论 入 门 
: 了 *. pA ApygyAAhtm Ped dla 


特殊 地 ,主要 地 也 就 是 由 于 波 利 亚 的 影响 ,就 20 世纪 80 年 代 初 期 而 言 ,美国 关 
于 “问题 解决 "的 研究 主要 就 集中 在 对 于 数学 局 发 法 的 明确 阐述 和 进一步 发 挥 上 ,以 
致 “数学 启发 法 …… 几 乎 成 了 问题 解决 的 同义词 ”。 

然而 ,尽管 人 们 作出 了 很 大 的 努力 ,相应 的 实践 ,特别 是 “问题 解决 ”的 教学 却 未 
能 取得 预期 的 效果 ,人 们 并 可 经 常 可 以 看 到 这 样 的 现象 :学 生 已 经 具备 了 足够 的 数 
学 知识 ,似乎 也 已 掌握 了 相应 的 解 题 策略 ,但 却 仍然 不 能 有 效 地 解决 问题 。 

对 于 上 述 现象 人 们 采取 了 不 同 的 态度 。 例 如 ,一 部 分 人 就 因此 而 认定 :“ 启 发 法 
的 研究 和 教学 是 无 意义 的 ”,“ 波 利 亚 的 工作 已 经 过 时 ”, 等 等 。 这 种 态度 应 当 说 是 不 
够 妥当 的 ,因为 ,更 为 正确 的 做 法 显然 应 是 对 所 说 的 “失败 ”的 原因 作出 具体 分 析 , 并 
由 此 而 作出 进一步 的 深入 研究 。 事 实 上 ,对 于 上 述 现象 人 们 所 给 出 的 分 析 也 不 尽 相 
同 。 例 如 ,一 些 学 者 提出 ,已 有 的 启发 法 研究 和 教学 只 是 注意 了 “问题 解决 ”在 方法 
论 上 的 共同 点 ,但 却 忽视 了 解 题 活动 相对 于 “问题 "和 “ 解 题 者 ”而 言 的 特殊 性 。 也 有 
一 些 学 者 则 认为 ,我 们 事实 上 不 应 对 数学 启发 法 的 教学 抱 过 高 的 期 望 ,因为 ,人 们 在 
某 一 领域 中 的 成 功 显然 取决 于 众多 的 因素 。 与 此 相对 照 ,以 下 则 是 人 们 经 由 对 已 有 
的 实践 进行 深刻 反省 所 得 出 的 一 个 普遍 结论 : 即 认识 到 了 “ 间 题 解决 ”是 一 个 包含 有 
多 个 环节 的 复杂 过 程 ,从 而 ,我 们 的 研究 就 不 应 惟一 地 集中 于 数学 启发 法 ,而 应 过 渡 
到 对 于 数学 解 题 全 部 过 程 的 深入 分 析 , 特 别 是 , 即 应 清楚 地 揭示 那些 对 于 解决 问题 
有 着 十 分 重要 的 影响 ,但 又 往往 为 人 们 所 忽视 的 环节 。 

从 历史 的 角度 看 , 正 是 后 一 方向 上 的 努力 促成 了 关于 “问题 解决 ”的 理论 研究 和 
教学 实践 的 新 的 重要 发 展 。 从 而 ,在 经 历 了 所 说 的 曲折 道路 以 后 ,人 们 就 终于 实现 
了 对 于 波 利 亚 的 “超越 ”。 

需要 指明 的 是 ,除了 来 自 教学 实践 的 重要 促进 以 外 ,上 述 的 发 展 还 有 着 更 为 广 
泛 的 背景 。 具 体 地 说 ,这 在 很 大 程度 上 应 被 看 成 科学 整体 发 展 的 一 个 必然 结果 , 特 
别 是 , 自 20 世纪 70 年 代 以 来 所 兴起 的 认 知 心理 学 (科学 ) 与 人 工 智能 等 方面 的 研究 
更 可 被 认为 为 “问题 解决 ”的 现代 研究 提供 了 重要 的 理论 背景 。 例 如 ,这 就 正如 * 问 
题解 决 "研究 在 现代 的 主要 代表 人 物 A. 售 费 尔 德 所 指出 的 ;“ 对 于 问题 解决 和 相应 的 
数学 课程 的 重新 认识 …… 主 要 建立 在 过 去 十 年 中 所 取得 的 一 些 进展 之 上 :对 于 思维 
和 学 习 的 性 质 以 及 解决 问题 策略 和 元 认 知 的 更 为 深入 的 理解 ,逐步 形成 了 数学 是 
“模式 的 科学 "和 做 数学 是 一 种 意义 赋予 活动 的 观点 ,以 及 关于 认 知 见习 和 “学 习 的 
文化 ”。 从 而 ,总 的 来 说 ,这 也 就 应 被 看 成 “问题 解决 现代 研究 的 一 个 重要 特点 , 即 
是 表现 出 了 更 大 的 “开放 性 ”, 也 即 是 与 其 他 方面 的 一 些 研究 密切 相关 ,相互 促进 的 。 

一 个 新 的 理论 框架 ”就 “问题 解决 ”的 现代 研究 而 言 ,我 们 并 应 特别 提 及 美国 著 
名 数学 教育 家 合 费 尔 德 的 如 下 名 著 .《 数 学 问题 解决 》, 因 为 ,就 如 该 书 “ 前 言 ”中 所 明 
确 地 指出 的 ,这 一 著作 的 主要 贡献 即 是 为 分 析 复杂 的 解 题 行为 提供 了 一 个 新 的 理论 
框架 这 一 框架 …… 描 述 了 复杂 的 智力 活动 的 四 个 不 同性 质 的 方面 :认识 的 资源 ， 
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即 解 题 者 所 已 掌握 的 事实 和 算法 ;启发 法 , 即 在 困难 的 情况 下 借以 取得 进展 的 “常识 
性 法 则 ” ;调节 , 它 所 涉及 的 是 解 题 者 运用 已 有 知识 的 有 效 性 ;信念 系统 , 即 解 题 者 对 
于 学 科 的 性 质 和 应 当 如 何 去 从 事 工作 的 看 法 。” 

其 体 地 说 ,如 果 说 所 谓 的 “数学 启发 法 ” 即 可 被 看 成 新 的 研究 与 波 利 亚 的 共同 关 
注 , 那 么 ,对 于 以 下 一 些 因素 的 强调 则 就 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 :“ 问 题解 决 ” 的 研究 
和 教学 不 应 惟一 地 集中 于 启发 性 解 题 策略 ,而 应 过 渡 到 解决 问题 过 程 更 为 全 面 的 
分 析 : 

第 一 ,知识 的 良好 组 织 。 这 显然 应 当 被 看 成 成 功 的 解 题 活动 的 一 个 必要 前 提 ， 
即 解 题 者 必须 掌握 一 定 的 数学 知识 (包括 数学 技能 ); 另 外 ,与 单纯 的 数量 相 比 ,我 们 
在 此 又 应 更 加 重视 知识 的 良好 组 织 。 

事实 上 , 波 利 亚 即 已 清楚 地 认识 到 了 “知识 的 良好 组 织 ” 的 重要 性 。 波 利 亚 写 
道 :“ 良 好 的 组 织 使 得 所 提供 的 知识 易于 用 上 ,这 其 至 可 能 比 知识 的 广泛 更 为 重要 。 
至 少 在 有 些 情 况 下 ,知识 太 多 可 能 反而 成 了 累 赣 , 它 可 能 会 妨碍 解 题 者 去 看 出 一 条 
简单 的 途径 ,而 良好 的 组 织 则 有 利 而 无 弊 。” 

例如 ,以 下 的 研究 即 就 十 分 清楚 地 表明 了 将 问题 “ 归 类 ”的 重要 性 :人 们 在 面 对 
新 问题 时 ,往往 是 通过 “类 型 识别 ?来 从 事 解 题 活动 的 ,也 即 是 努力 将 所 面临 的 新 问 
题 归结 为 先前 所 已 掌握 的 某 种 “类 型 ", 从 而 即 可 通过 调动 头脑 中 所 贮存 的 关于 这 类 
问题 的 各 种 知识 获得 关于 如 何 去 求解 目前 所 面临 问题 的 重要 启示 或 必要 帮助 。 

显然 ,从 这 样 的 角度 去 分 析 ， 我 们 也 就 可 以 更 好 地 理解 波 利 亚 关于 如 何 去 实 现 
知识 的 良好 组 织 的 如 下 建议 : 

“我 们 应 当 把 过 去 解 过 的 具有 相同 类 型 求知 量 的 问题 及 过 去 证 明 过 的 具有 相同 
结论 的 定理 设法 “贮存 在 一 起 ”。” 

“概括 一 下 有 关 的 问题 也 许 能 使 知识 的 组 织 搞 得 更 好 一 些 。 除 去 上 述 的 按 求知 
量 ( 结 论 ) 去 进行 概括 以 外 ,我 们 还 可 按 共同 的 已 知 量 (条 件 ) 或 共同 的 思维 模式 去 进 
行 概括 。” 
. ” 田 外 ,更 为 重要 的 是 ,我 们 在 此 又 应 十 分 注意 关于 问题 的 “表层 结构 ”与 “深层 结 
构 ” 的 明确 区 分 ,这 就 是 说 ,我 们 不 应 按照 间 题 的 实际 内 容 ( 如 “工程 问题 "、“ 水 管 间 
题 *"“ 相 过 问题 "等 ) 或 表述 形式 (如 所 谓 的 “关键 词 ”) 对 问题 进行 分 类 ,而 应 注意 分 
析 问 题 的 内 在 数学 结构 。 例 如 ,后 者 事实 上 也 就 可 以 被 看 成 “应 当 注 意 题目 的 变 式 ” 
这 一 主张 的 真 说 之 所 在 。 这 就 是 说 ,“ 只 有 经 常 变 换 课题 的 具体 情境 ,在 不 同 的 情境 
` 中 展现 同一 结构 关系 ,学 生 才 不 会 被 具体 情境 所 迷惑 ”。 

事实 上 ,研究 表明 ,这 也 正 是 存在 于 初学 者 (学 生 ) 与 专家 (数学 家 ) 之 间 的 一 个 
重要 区 别 : 学 生 往往 根据 问题 中 所 包括 的 事实 内 容 来 进行 分 类 而 忽视 了 内 在 的 数学 
结构 ,特殊 地 ,这 事实 上 也 就 是 学 生 在 求解 那些 其 事实 内 容 与 内 在 数学 结构 不 相 一 
” 致 的 “ 非 标准 问题 ?时 表现 出 较 大 困难 的 一 个 主要 原因 ;专家 则 往往 是 按照 解 题 时 所 
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依据 的 基本 思维 模式 来 对 间 题 进行 分 类 的 一 一 因此 ,事实 上 我 们 就 应 当 把 解 题 方法 
看 成 是 问题 的 “深层 结构 ?的 一 个 重要 内 涵 。 

从 后 一 角度 去 分 析 ,我 们 也 就 可 以 看 出 现行 数学 教材 与 数学 教学 中 的 一 个 严重 
问题 :在 现行 的 教材 和 教学 中 问题 往往 是 按照 其 数学 内 容 来 进行 选择 和 安排 的 ,而 
对 于 相应 的 思维 方法 .也 即 方法 论 方面 的 考虑 却 未 能 给 予 足够 的 重视 ,特别 是 ,尽管 
数学 中 确实 存在 一 些 在 各 个 数学 分 支 中 都 有 着 广泛 应 用 的 思维 模式 ,但 在 整个 的 数 
学 学 习 过 程 中 却 始 终 没 有 能 对 此 作出 任何 专门 的 讨论 或 分 析 。 

第 二 ,元 认 知 (调节 )。 所 谓 元 认 知 ,在 此 是 指 解 题 者 对 于 自身 所 从 事 的 解 题 活 
动 (包括 解 题 策略 的 选择 、 整 个 过 程 的 组 织 、 目 前 所 从 事 的 工作 在 整个 解 题 过 程 中 作 
用 等 ) 的 自我 意识 、 自 我 分 析 ( 包 括 评估 ) 和 自我 调整 。 由 于 与 具体 的 认 知 活动 (在 此 
指 具 体 的 解 题 活动 ) 相 比 ,所 说 的 考虑 显然 达到 了 更 高 的 层次 ,并 就 以 后 者 作为 直接 
的 对 象 ,因此 ,在 现代 的 认 知 心理 学 研究 中 常常 就 称 之 为 “元 认 知 ”。 

“问题 解决 ”现代 研究 中 对 于 元 认 知 的 强调 主要 包括 以 下 两 个 含义 :首先 ,对 于 
自身 所 从 事 的 解 题 活动 我 们 应 当 保 持 清醒 的 自我 意识 。 例 如 : 

“我 所 面临 的 是 怎样 的 问题 ?” 

“我 所 选择 的 是 怎样 的 一 条 解 题 途径 ?” 

“我 为 什么 作出 这 样 的 选择 ?” 

“我 现在 已 经 进行 到 了 哪 一 阶段 ?” 

“这 一 步 的 实施 在 整个 解 题 过 程 中 占有 怎样 的 地 位 ?” 

“我 目前 所 面临 的 主要 困难 是 什么 ?” 

“ 解 题 的 前 景 如 何 ?”……… 

其 次 ,我 们 又 应 清楚 地 认识 到 ;解决 问题 并 非 一 个 按照 事先 制定 的 程序 一 成 不 
变 地 去 加 以 实施 的 机 械 过 程 ,而 是 一 个 需要 不 断 对 所 发 生 的 情况 进行 评估 并 随时 作 
出 必要 调整 的 动态 过 程 。 例 如 ,以 下 一 些 问 题 就 直接 关系 到 对 于 目前 所 从 事 的 解 题 
活动 的 自我 评估 ， 

“我 是 否 真 正 弄 清 了 题 意 ?特别 是 “我 对 于 所 面临 的 困难 与 成 功 的 可 能 性 是 否 
有 清醒 的 认识 ?” 

“我 是 否 真正 ' 盯 住 了 目标 9" 特别 是 “我 所 采取 的 解 题 途径 是 否 足 以 导致 问题 
的 彻底 解决 或 能 对 此 起 到 很 大 的 促进 作用 ?” 

“我 所 选择 的 解 题 途径 是 否 可 行 ?” 特 别 是 ,“ 目 前 所 面临 的 困难 是 否 可 以 顺利 地 
得 到 克服 ?” 

“我 所 选择 的 解 题 途径 是 否 是 最 好 的 ?是 否 有 更 好 的 解 题 途径 ?” 

“在 已 完成 的 工作 中 是 否 存在 有 隐蔽 的 错误 ?” 特 别 是 , “我 有 没有 重 犯 先前 的 
“ 老 毛 病 ”( 如 计算 中 的 粗心 大 意 等 )?” 

应 当 指 明 , 在 国际 上 的 许多 学 者 看 来 ,对 于 元 认 知 的 强调 正 是 自 波 利 亚 以 来 在 
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“问题 解决 ”的 理论 研究 上 所 取得 的 最 重要 进展 之 一 。 这 一 说 法 是 有 一 定 道理 的 , 因 
为 ,正如 前 面 所 已 提 及 的 , 自 波 利 亚 开始 直至 20 世纪 80 年 代 中 期 ,国外 关于 “问题 解 
决 ”的 研究 主要 地 都 集中 于 数学 启发 法 ,而 忽视 了 “元 认 知 ”这 一 对 于 解 题 活动 的 成 
功 性 同样 有 着 十 分 重要 影响 的 因素 。 特 殊 地 ,后 者 事实 上 也 就 是 美国 在 20 世纪 80 
年 代 初 期 关于 “问题 解决 ”的 数学 教学 实践 何以 没有 能 够 取得 显著 成 效 的 一 个 重要 
原因 。 

事实 上 ,这 也 正 是 关于 初学 者 (不 成 功 的 解 题 者 ) 与 专家 (好 的 解 题 者 ) 的 诸多 比 
较 研 究 的 一 个 重要 结论 , 即 是 清楚 地 表明 了 元 认 知 水 平 的 高 低 正 是 决定 解 题 活动 成 
功 与 否 的 一 个 重要 因素 。 

具体 地 说 ,不 成 功 的 解 题 者 所 采取 的 往往 是 ^ 育 目 干 ”的 做 法 , 即 其 往往 不 假 思 
索 地 采取 某 一 方法 或 解 题 途径 ,或 总 是 在 各 种 可 能 的 “ 解 题 途径 ”之 间 徘 徊 ,而 对 自 
己 在 干什么 特别 是 为 什么 要 这 样 干 始终 缺乏 明确 的 认识 。 另 外 ,在 沿 着 某 一 解 题 
途径 走 下 去 时 , 则 又 往往 不 能 对 自己 目前 的 处 境 作出 清醒 的 评估 并 由 此 而 作出 必要 
的 调整 , 却 只 是 “一 股 劲 地 往 前 走 ”, 直 至 最 终 陷 人 了 僵局 而 一 无 所 措 ( 后 者 既是 指 遇 
到 了 不 可 克服 的 困难 ,也 是 指 获 得 了 某 种 结果 但 却 对 于 求解 原来 的 问题 毫 无 作用 ) 。 

与 此 相对 照 ,“ 好 的 解 题 者 ”在 这 一 方面 则 往往 表现 出 了 如 下 的 “良好 素质 ”在 
具体 地 采用 某 一 方法 或 解 题 途径 前 能 对 各 种 可 能 性 进行 仔细 的 考虑 ;在 整个 解 题 过 
程 中 则 能 做 到 “心中 有 数 ”, 即 清 楚 地 知道 自己 在 干什么 及 为 什么 要 这 样 干 ;他 们 能 
对 目前 的 处 境 作出 清醒 的 自我 评估 ,从 而 也 就 能 够 及 时 地 作出 必要 的 调整 ;特殊 地 ， 
即使 出 现 了 错误 ,他们 也 不 会 简单 地 抛弃 已 有 的 工作 ,而 是 力图 从 中 吸取 有 益 的 成 
分 ;最 后 ,在 成 功 地 解决 了 问题 以 后 ,他 们 又 能 自觉 地 对 所 已 进行 的 工作 作出 回顾 ， 
特别 是 深入 地 思考 是 否 还 存在 更 为 有 效 的 解 题 途径 .@ 

显然 ,从 教学 的 角度 看 ,以 上 的 分 析 也 就 十 分 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 ;经 常 地 问 
及 以 下 三 个 问题 正 是 促进 学 生 元 认 知 能 力 的 一 个 有 效 手段 

“什么 ?”Cwhat) (“现在 在 干什么 ?” 或 “准备 干 什么 ?”) 

“为 什么 ?”(why) (“为 什么 要 这 样 做 ?”) 

“如 何 ?”(how) (“这 样 做 的 实际 效果 如 何 ?”) 

当然 ,这 方面 的 更 高 目标 即 是 应 当 努 力促 进 学 生 在 这 一 方面 的 自觉 性 ,也 即 能 
够 养 成 在 上 述 方面 经 常 自觉 进行 自我 反思 的 良好 习惯 。 

第 三 , 观 ( 信 ) 念 。 所 谓 “ 观 (信念 "belief) ,在 此 是 指 解 题 者 的 数学 观 、 数 学 教育 
(学 ) 观 及 其 对 于 自我 解 题 能 力 的 认识 等 。 研 究 表明 ,尽管 所 说 的 这 些 观念 在 很 多 情 
况 下 只 是 一 些 不 自觉 的 认识 (从 而 ,这 主要 地 就 应 被 看 是 一 种 “信念 ”, 而 并 非 “ 观 
念 ” ,但 其 对 于 解 题 者 的 解 题 活动 仍然 有 着 十 分 重要 的 影响 。 


曲 这 方面 的 一 些 实例 可 参见 A. Schoenfeld: Mathematical Problem Solving, Academic Press Inc. , 1985 
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例如 ,按照 会 费 尔 德 等 人 的 研究 ,以 下 就 是 在 美国 中 、 小 学 生 中 十 分 普遍 的 一 些 
观 ( 信 ) 念 : 

“只 有 书 呆 子 才 喜 欢 数 学 。” 

“数学 是 无 意义 的 , 即 是 与 日 常生 活 毫 无 联系 的 。” 

“学 习 数 学 的 方法 就 是 记忆 和 模仿 ,你 不 用 去 理解 ,也 不 可 能 真正 摘 懂 。” 

“教师 的 职责 是 “给 予 ’ ,学生 的 职责 则 是 接受’ 。” 

“没有 学 过 的 东西 就 不 可 能 懂 , 只 有 天 才 才 能 在 数学 中 作出 发 明 创造 。” 

“教师 所 给 出 的 每 个 问题 都 是 可 解 的 ,我 解 不 出 来 是 因为 不 够 聪明 。” 

“每 个 问题 都 只 有 惟一 的 正确 解答 。” 

“每 个 问题 都 只 有 惟一 的 正确 解 题 方 法 。” 

“每 个 问题 都 只 需 花费 5 一 10 分 钟 就 可 解决 ,否则 就 不 可 能 单 任 自己 的 努力 获得 

“教师 是 最 后 的 仲裁 者 ,学 生 所 给 出 的 解答 的 对 错 和 解 题 方法 的 “好 坏 ? 都 由 教 
师 最 终 裁定 。” 

“数学 证 明 只 是 对 一 些 人 们 早已 了 解 的 东西 去 进行 检验 ,从 而 就 只 是 一 种 “教学 
游戏 ”, 而 没有 任何 真正 的 价值 。” 

“观察 和 实验 是 靠不住 的 ,从 而 在 数学 中 就 没有 任何 地 位 。” 

“猜想 在 数学 中 也 没有 任何 地 位 ,因为 数学 是 完全 严格 的 。” 

显然 ,上 述 观 念 必然 会 对 学 生 的 数学 学 习 、 包 括 解 题 活动 产生 极 大 的 消极 影响 。 
对 此 由 以 下 的 实例 即 可 清楚 地 看 出 : 

这 是 美国 第 三 次 全 国教 育 进展 评估 中 的 一 个 试题 : 

“每 辆 卡车 可 以 载 36 个 士兵 , 现 有 1 128 个 士兵 需 用 卡车 运送 到 训练 营地 , 问 需 
用 多 少 辆 卡车 ?” 

测试 结果 表明 ,有 70%% 的 学 生 正 确 地 完成 了 计算 , 即 得 出 了 以 36 去 除 1 128, 商 
为 31 ,余数 为 12; 然 而 ,就 最 终 的 答案 而 言 , 却 有 29% 的 学 生 回 答 “ 需 要 31 余 12”, 另 
有 18% 的 学 生 的 答案 为 “31”, 而 只 有 23% 的 学 生 给 出 了 “32” 这 一 正确 的 解答 。 

对 于 这 一 结果 ,使 费 尔 德 分 析 道 ;“ 当 学 生 回答 汽车 有 余数 时 ,他 们 显然 没有 把 
这 一 问题 看 成 真实 的 。 他 们 把 它 看 成 是 学 校 中 虚构 的 数学 问题 一 一 为 了 练习 而 杜 
. 摆 的 故事 ,而 学 生 所 需 做 的 只 是 进行 计算 并 把 答 数 写 下 来 。……. 学 生 是 从 哪里 习 得 
这 样 的 荒 廖 做 法 的 ? 正 是 在 他 们 的 数学 课堂 中 ,通过 机 械 的 练习 而 习 得 。” 

再 例如 ,作为 一 种 系统 的 研究 , 舍 费 尔 德 并 曾 对 以 下 观点 的 形成 过 程 及 其 后 果 
进行 了 深入 分 析 ;“ 每 个 问题 都 只 需 花 费 5 一 10 分 钟 就 可 解决 ,否则 就 不 可 能 单 凭 自 
己 的 努力 获得 解决 。” 

合 费 尔 德 写 道 .“ 在 整个 学 年 中 ,我 们 所 观察 的 12 个 班级 中 没有 一 个 学 生 所 做 的 
数学 作业 可 以 称 得 上 严格 意义 上 的 数学 问题 。 学 生 所 做 的 都 是 些 练习 ,而 设计 这 些 
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作业 的 目的 则 是 为 了 表明 学 生 对 于 学 科 内 容 的 较 小 组 块 的 掌握 情况 ,并 要 求 这 些 作 
业 能 在 较 短 的 时 间 内 得 以 完成 。 例 如 ,在 一 个 标准 的 五 天 工作 周 中 ,学 生 分 别 被 要 
求 完 成 28.45.27 和 30 题 "家庭 作 业 ”。…… 教师 让 学 生 尽 可 能 多 地 在 黑板 上 演示 家 
庭 作 业 的 答案 。 考 虑 到 作业 的 数量 ,这 就 意味 着 他 期 望 学 生 能 在 45 分 钟 的 时 间 内 完 
成 20 题 或 更 多 的 “问题 *。 事 实 上 ,在 一 次 关于 轨迹 和 作 图 的 单元 考核 (全 校 10 个 班 
级 的 统一 数学 考核 ) 中 , 竟 包 括 有 25 个 问题 一 一 学 生平 均 每 2 分 10 秒 就 得 解决 一 个 
问题 。 教 师 给 学 生 的 建议 是 ,你 们 应 当 熟 悉 所 有 的 作 图 题 , 这 样 就 不 必 花 费 很 多 时 
间 去 进行 思考 了 。?” 

“总 的 来 说 ,学 生 在 12 年 的 数学 学 习 过 程 中 做 了 成 千 上 万 道 的 “问题 ' 一 一 事实 
上 ,对 于 每 道 题 都 期 望 学 生 能 在 几 分 钟 内 得 到 完成 。 在 这 种 布置 后 面 的 假设 是 :如 
果 你 理解 了 教材 ,就 可 以 做 出 这 些 练习 ;而 如 果 未 能 在 合理 的 时 间 内 做 完 练习 ,就 说 
明 你 并 没有 理解 ,从 而 就 需要 帮助 。” 

“无 论 教师 是 否 打算 把 这 一 假设 传递 给 学 生 , 学 生 都 形成 了 这 样 的 看 法 。” 

例如 ,在 对 九 到 十 二 年 级 的 12 个 数学 班 所 作 的 一 次 调查 中 ,会 费 尔 德 提出 了 如 
下 的 问题 ， 

“如 果 你 理解 了 教材 ,对 于 家 庭 作 业 中 的 一 个 标准 问题 需要 多 少时 间 去 求解 ?” 

学 生 回 答 的 平均 数 是 2. 2 分 钟 ! 

从 而 ,总 的 来 说 ,学 生 主 要 地 就 是 通过 学 校 中 的 数学 学 习 逐 渐 养 成 了 所 说 的 各 
种 错误 观念 ,而 所 已 形成 的 错误 观念 则 又 对 新 的 数学 学 习 、 包 括 新 的 解 题 活 动产 生 
了 严重 的 消极 影响 ;进而 ,新 的 数学 学 习 、 特 别 是 新 的 解 题 活 动 的 失败 反 过 来 则 又 进 
一 步 强化 了 原先 的 错误 观念 …… 从 而 ,我 们 在 此 事实 上 就 看 到 了 某 种 “恶性 循环 ”， 
而 其 最 终结 果 则 是 使 学 生 完 全 丧失 了 对 于 数学 学 习 的 兴趣 和 信心 (乃至 对 整个 人 生 
的 信心 ) 一 一 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ,美国 著名 数学 教育 家 R. 戴 维 斯 写 道 ;“ 我 们 的 
学 校 已 接近 于 毁灭 年 轻 的 一 代 。” 

显然 ,就 我 们 目前 的 论题 而 言 , 十 分 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 :观念 也 是 影响 解决 
问题 能 力 的 一 个 重要 因素 。 

综 上 所 述 , 相 对 于 波 利 亚 的 数学 启发 法 而 言 ,关于 “问题 解决 ”的 现代 研究 已 经 
取得 了 新 的 重要 进展 ,特别 是 ,以 上 所 提 及 的 四 个 要 素 ( 必 要 的 知识 与 知识 的 良好 组 
织 、 启 发 法 ,元 认 知 、 观 念 ) 即 是 为 这 方面 的 进一步 工作 提供 了 一 个 新 的 理论 框架 。 
《对 比 可 详 见 郑 入 信人 问题 解决 与 数学 教育 》, 江苏 教育 出 版 社 ,1994) 


姑 145 


2 数学 方法 论 入 站 
下 pA ergy lem YAAT2AYY 


第 三 节 ”努力 促进 数学 方法 论 的 深入 发 展 
一 、 国 内 外 相关 研究 的 必要 互补 
Os 


将 国外 的 相关 研究 与 国内 的 数学 方法 论 研 究 加 以 对 照 ,容易 看 出 ,两 者 在 很 大 
程度 上 可 被 看 成 平行 的 发 展 。 

首先 ,在 国外 的 相关 研究 与 国内 的 数学 方法 论 研 究 这 两 者 之 间 显然 存在 有 很 多 
的 共同 点 。 例 如 ,与 国外 关于 “问题 解决 ”的 研究 相对 应 ,启发 性 解 题 策略 在 国内 的 
数学 方法 论 研 究 中 也 占有 十 分 重要 的 位 置 ;而 且 , 从 实际 的 发 展 过 程 看 ,两 者 又 都 以 
波 利 亚 的 数学 启发 法 作为 实际 的 出 发 点 ,并 在 一 定 程度 上 实现 了 对 于 波 利 亚 的 “ 超 
越 *。 男 外 ,无 论 就 中 国 的 数学 方法 论 研究 ,或 是 国外 关于 “问题 解决 ”的 现代 研究 而 
言 , 又 都 表现 出 了 与 数学 教育 密切 相关 的 重要 特点 ,并 在 很 大 程度 上 就 以 促进 数学 
教育 作为 直接 的 工作 且 标 一 一 如 前 所 述 ,后 者 事实 上 也 就 是 相应 的 研究 何以 能 够 不 
断 取 得 新 的 重要 进展 的 一 个 重要 原因 。 

其 次 ,除了 上 述 的 共同 点 以 外 ,国外 的 相关 研究 与 国内 的 数学 方法 论 研究 相 比 ， 
也 有 一 定 的 不 同 之 处 ,特别 是 ,两 者 显然 有 着 不 同 的 研究 重点 ,并 已 形成 了 不 同 的 研 
究 特 色 和 相对 独立 的 研究 内 容 。 例 如 ,如 果 说 国内 的 研究 具有 较 强 的 方法 论 色彩 ， 
即 主要 地 被 定义 成 关于 数学 思维 模式 或 方法 的 研究 ,那么 ,国外 的 相关 研究 则 可 说 
与 心理 学 (特别 是 认 知 学 习 心 理学 ?的 研究 表现 出 了 更 为 紧密 的 联系 , 即 更 加 注意 对 
于 实际 的 数学 思维 活动 ,包括 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 真实 思维 活动 的 深入 考察 。 

正 因 如 此 ,就 数学 方法 论 的 深入 发 展 而 言 ,我 们 显然 就 应 十 分 注意 吸收 国外 的 
积极 研究 成 果 , 或 者 说 ,这 事实 上 也 应 被 看 成 深入 开展 数学 方法 论 研究 的 又 一 重要 
的 指导 性 原则 : 

在 积极 开展 相对 独立 的 研究 工作 的 同时 ,我 们 又 应 十 分 关注 国外 相关 研究 的 最 
新 进展 ,并 通过 国内 外 研究 成 果 的 分 析 、 比 较 与 整合 促进 数学 方法 论 研究 的 深入 
发 展 。 

应 当 指 出 ,对 于 以 上 所 说 的 “研究 成 果 ” 我 们 不 应 仅仅 理解 为 方法 论 研究 中 的 各 
个 具体 结论 ,而 且 也 应 包括 研究 方法 、 研 究 思 想 等 方面 的 内 容 。 例 如 ,在 笔者 看 来 ， 
这 正 是 国外 的 相关 研究 所 给 予 我 们 的 一 个 重要 启示 , 即 数学 方法 论 的 研究 不 应 局 限 
于 纯 理 性 的 分 析 , 而 应 以 相应 的 心理 学 研究 (包括 数学 发 明 心 理学 和 数学 学 习 心理 
学 ) .也 即 应 当 以 对 于 实际 数学 思维 活动 的 深入 考察 作为 必要 的 基础 。 更 为 一 般 地 
说 ,数学 方法 论 的 研究 应 当成 为 一 种 开放 的 研究 ,也 即 应 当 注 意 从 各 种 相关 的 研究 
(包括 认 知 科学 、 人 工 智能 ,数学 [科学 ] 暂 学 .乃至 人 类 学 研究 等 ) 中 吸取 有 益 的 成 果 
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或 思想 。 

为 了 清楚 地 说 明 问 题 , 在 此 还 可 从 比较 的 角度 对 国内 数学 方法 论 研究 的 现状 作 
一 简要 的 分 析 。 

如 前 所 述 ,20 世纪 80 年 代 , 数 学 方法 论 在 我 国 得 到 了 迅速 的 发 展 。 然 而 , 如果 
就 理论 研究 的 情况 进行 分 析 , 从 20 世纪 90 年 代 起 则 可 说 在 一 定 程度 上 陷入 了 发 展 
的 停顿 。 例 如 ,尽管 出 版 了 不 少数 学 方法 论 的 著作 ,但 在 很 多 这 样 的 “专著 ”中 却 看 
不 到 任何 创造 性 的 工作 ,甚至 只 能 说 是 对 于 别人 先前 已 出 版 的 著作 的 简单 翻版 或 直 
接 “ 抄 袭 ”; 再 例如 ,尽管 有 些 著 作 声 称 建立 起 了 数学 方法 论 的 理论 体系 ,但 由 仔细 的 
阅读 却 可 看 出 ,这 在 很 大 程度 上 只 是 闭门造车 的 结果 ,或 者 说 ,其 所 建构 的 体系 实质 
上 仅仅 是 一 种 文字 游戏 。 

造成 上 述 现象 的 原因 当然 是 多 方面 的 。 例 如 ,从 个 人 的 角度 看 , “急功近利 ”无 
疑 是 一 个 重要 的 原因 。 例 如 ,就 如 上 面 所 已 提 及 的 ,这 显然 就 是 这 种 “急功近利 ” 态 
度 的 一 个 直接 表现 , 即 某 些 数学 思维 论 的 著作 事实 上 只 是 在 一 般 思维 论 的 理论 框架 
内 加 入 了 若干 数学 的 例子 。 另 外 ,除去 这 种 个 人 的 因素 以 外 ,我 们 当然 也 应 从 方法 
论 的 角度 作出 进一步 的 分 析 , 特 别 是 ,笔者 认为 ,为 了 在 数学 方法 论 的 研究 中 取得 新 
的 重要 进展 ,我 们 必须 在 研究 方法 、 包 括 研究 思想 等 方面 不 断 作出 必要 的 改进 , 因 
为 ,如 果 始 终 只 是 因 袭 旧 的 研究 框架 而 缺乏 创新 意识 , 那 就 不 仅 不 可 能 在 数学 方法 
论 的 研究 中 作出 新 的 重要 贡献 ,而 且 必 然 会 造成 研究 工作 的 严重 “ 赔 化 ”。 例 如 ,在 
笔者 看 来 ,如 果 在 数学 方法 论 的 研究 中 “ 言 之 必 称 波 利 亚 ”, 这 事实 上 就 是 一 种 “ 赔 
化 ”, 因 为 ,归根 结 底 地 说 ,数学 方法 论 是 对 于 数学 思维 方法 与 模式 的 研究 ,而 并 非 对 
于 波 利 亚 的 研究 。 再 例如 ,由 于 实际 的 数学 活动 构成 了 数学 方法 论 的 生命 之 源 , 因 
此 ,如 果 完 全 沉溺 于 思 办 性 的 工作 ,包括 一 味 地 追求 理论 的 完美 性 .精致 性 等 ,这 种 
研究 也 必 将 成 为 "无 源 之 水 汪 无 本 之 木 ", 直 至 最 终 完全 丧失 了 存在 的 价值 。 

应 当 强 调 的 是 ,国外 的 相关 研究 也 可 被 看 成 已 从 反面 清楚 地 表明 了 迅速 改变 上 
述 做 法 的 必要 性 和 紧迫 性 。 例 如 ,正如 前 面 所 已 提 及 的 ,就 欧美 各 国 在 20 世纪 80 年 
代 初 期 的 情况 而 言 ,关于 “问题 解决 ”的 研究 应 当 说 在 很 大 程度 上 主要 停留 于 波 利 亚 
的 数学 启发 法 ,以 致 数 学 启发 法 ?在 当时 几乎 成 了 “问题 解决 ”的 同义词 ,而 这 事实 
上 也 就 是 相关 的 教学 实践 未 能 获得 预期 成 功 的 一 个 主要 原因 。 又 正 是 依靠 立足 于 
实际 的 数学 活动 ,特别 是 通过 对 于 实际 解 题 活动 的 深入 考察 ,人 们 最 终 不 仅 顺利 地 
摆脱 了 所 说 的 困境 ,更 成 功 地 实现 了 对 于 波 利 亚 的 超越 , 即 是 清楚 地 指明 了 这 样 一 
点 :为 了 提高 学 生 解 决 问题 的 能 力 , 除 了 “必要 的 数学 知识 与 知识 的 良好 组 织 " 和 “ 数 
学 启发 法 ”以 外 ,我 们 还 应 注意 更 多 的 环节 ,特别 是 ,应 充分 重视 “元 认 知 ”和 “观念 ” 
这 些 十 分 重要 、 然 而 却 又 常常 被 人 们 忽视 的 因素 。 

综 上 所 述 ,为 了 促进 数学 方法 论 研究 的 深入 发 展 ,我 们 就 必须 注意 吸收 国外 积 
极 的 研究 成 果 , 包 括 研究 方法 和 研究 思想 等 。 当 然 , 作为 问题 的 另 一 方面 ,在 积极 吸 
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取 国 外 最 新 研究 成 果 的 同时 ,我 们 又 应 十 分 注意 保持 研究 的 相对 独立 性 ,特别 是 ,我 
们 不 能 因为 我 国 在 数学 方法 论 领域 内 所 已 取得 的 一 些 独立 成 果 不 能 被 完全 纳入 到 
国外 相关 研究 的 已 有 框架 之 中 就 轻易 地 对 此 了 予以 放弃 ;恰恰 相反 ,我 们 应 通过 国内 
外 已 有 工作 的 比较 和 分 析 更 为 深入 地 开展 数学 方法 论 的 研究 ,包括 努力 实现 两 者 的 
必要 互补 与 整合 。 


二 、, 由 “问题 解决 ”到 “数学 地 思维 ” 


就 数学 方法 论 研究 的 深入 发 展 而 言 ,切实 立足 实际 的 数学 活动 (包括 数学 教学 ) 
是 最 为 重要 的 ,另外 ,我 们 在 此 显然 也 应 切实 加 强 理论 思维 ,包括 对 于 已 有 工作 的 必 
要 总 结 与 有 反思。 以 下 就 联系 “问题 解决 "对 此 作出 更 为 具体 的 论述 。 

具体 地 说 ,尽管 我 们 应 当 十 分 注意 如 何 能 由 “问题 解决 ”这 一 国际 性 的 数学 教育 
改革 运动 获取 深入 开展 数学 方法 论 研究 的 有 益 启示 ,包括 积极 吸取 相关 的 理论 成 
果 。 但 是 ,作为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 又 不 应 育 目地 去 追随 潮流 ,或 者 不 加 分 析 地 去 
接受 一 切 来 自 国外 的 理论 主张 或 信息 。 恰 恰 相 反 , 即 使 就 对 于 国外 研究 成 果 的 吸取 
而 言 ,我 们 也 应 坚持 从 理论 高 度 作 出 自己 的 独立 分 析 , 从 而 不 仅 能 够 很 好 地 吸取 其 
中 的 积极 成 分 ,同时 也 能 清楚 地 看 到 它们 的 局 限 性 或 不 足 之 处 ,并 可 通过 进一步 的 
工作 做 到 真正 的 超越 。 

“问题 解决 "与 “问题 提出 ” 应 当 指明 ,从 理论 的 角度 看 ,数学 观 的 现代 演变 ,也 
即 由 静态 数学 观 向 动态 数学 观 的 演变 ,也 应 被 看 成 为 “问题 解决 ?这 一 数学 教育 改革 
运动 提供 了 重要 的 理论 背景 ,因为 ,从 动态 的 数学 观 这 一 角度 去 分 析 , 在 数学 教学 中 
我 们 显然 就 不 应 惟一 地 集中 于 数学 活动 的 最 终 产物 ,而 应 更 加 关注 数学 活动 本 身 。 

但 是 ,现在 的 问题 是 :所 说 的 “数学 活动 "是 否 就 应 被 等 同 于 “问题 解决 ”, 也 即 仅 
仅 是 指 如 何 综合 地 、 创 造 性 地 应 用 各 种 数学 知识 和 技能 去 解决 那 种 并 非 单纯 练习 题 
式 的 问题 (包括 实际 问题 和 源 于 数学 内 部 的 问题 )? 

尽管 在 不 少 相 关 的 指导 性 文件 中 ,我 们 都 可 看 到 上 述 的 观点 @, 但 是 ,如 果 就 实 

” 际 的 数学 活动 去 进行 分 析 , 我 们 则 又 可 看 出 这 一 结论 具有 一 定 的 局 限 性 。 例 如 ,一 

个 明显 的 问题 就 在 于 :我 们 应 当 如 何 看 待 “问题 解决 ”与 “问题 提出 ”的 关系 ?特别 
是 ,那些 有 待 于 解决 的 问题 是 从 何 而 来 的 ? 

事实 上 ,这 是 一 个 公认 的 观点 , 即 是 认为 提出 问题 的 能 力 应 当 被 看 成 创造 性 才 
能 的 一 个 主要 表现 。 例 如 , 爱 因 斯 坦 等 人 就 曾 明确 指出 :“ 提 出 一 个 问题 比 解决 一 个 


四 ”例如 ,美国 著名 数学 教育 家 本 . 伦 伯 格 (他 是 美国 数学 教师 全 国 委员 会 所 特 设 的 关于 学 校 数学 课程 标 
准 的 专门 委员 会 的 主席 ) 就 曾 明确 指出 ,在 《行动 的 议程 )《 学 校 数 学 课程 与 评估 的 标准 ) 等 一 些 文件 中 ,“ 问 题 
解决 突出 地 被 看 成 是 数学 家 的 主要 活动 ”。 
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问题 更 为 重要 ,因为 解决 问题 也 许 是 一 个 数学 上 或 实验 上 的 技能 而 已 , 而 提出 新 的 
问题 .新 的 可 能 性 ,从 新 的 角度 去 看 旧 的 问题 , 却 需要 创造 人 性 的 想像 力 , 而 且 标 志 着 
科学 的 真正 进步 。” 

另外 ,从 数学 教育 的 角度 看 ,这 显然 也 应 被 看 成 传统 的 “传授 一 接受 ” 式 教学 思 
想 的 一 个 具体 表现 , 即 学 生 总 是 被 要 求 去 求解 由 其 他 人 (教师 .教材 编写 者 .考试 设 
计 者 等 ) 所 提出 的 问题 一 一 特殊 地 ,在 笔者 看 来 ,这 事实 上 也 就 是 “问题 解决 > 这 一 口 
号 何以 常常 与 “应试 教育 ?表现 出 一 定 的 相 容 性 .甚至 直接 为 后 者 所 利用 的 一 个 重要 
原因 。 

鉴于 以 上 的 认识 ， 问 题 提出 ”近年 来 在 数学 教育 界 中 获得 了 越 来 越 多 的 重视 就 
十 分 自然 了 。 更 为 一 般 地 说 ,我 们 则 又 应 当 清 楚 地 看 到 在 “问题 解决 ”与 “问题 提 
出 ”这 两 者 之 间 所 存在 的 相互 制约 .互相 依赖 的 辩证 关系 。 

例如 ,正如 波 利 亚 所 指出 的 ,在 解决 问题 的 过 程 中 ,我 们 常常 需要 引进 辅助 问 
题 : 如 果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ,可 先 解决 一 个 与 此 有 关 的 问题 。 你 能 不 能 想 出 
一 个 更 容易 着 手 的 有 关 问 题 ? 一 个 更 普遍 的 问题 ? 一 个 更 特殊 的 问题 ? 一 个 类 比 
的 问题 ?一 一 显然 ,后 者 事实 上 就 属于 “问题 提出 ”的 范围 。 

由 此 可 见 ,在 现代 的 数学 方法 论 研究 中 ,我 们 就 不 能 惟一 地 局 限于 “ 解 题 方法 ” 
的 研究 ,而 还 应 当 进 一 步 去 关注 “提出 问题 的 方法 ”。( 对 于 后 者 ,我 们 将 在 第 七 章 中 
作出 具体 论述 。) 

“问题 解决 "与 “数学 地 思维 ” 如 果 说 以 上 的 讨论 主要 涉及 实际 数学 活动 的 出 
发 点 ,那么 ,作为 进一步 的 思考 ,我 们 则 又 应 当 考 虑 这 样 的 问题 , “问题 解决 ”一 在 
此 是 指 具体 解答 的 获得 ,包括 肯定 性 解答 ( 即 如 求 得 了 所 要 求 取 的 未 知 量 ) 和 否定 性 
解答 ( 即 如 证 明了 原来 的 问题 是 不 可 能 得 到 解决 的 ) 一 一 能 否 被 看 成 相应 的 数学 活 
动 的 结束 ? 或 者 说 ,解答 的 获得 是 否 就 应 被 看 成 数学 活动 的 一 个 主要 目标 ? 

显然 ,如 果 从 较 小 的 范围 进行 分 析 , 特别 是 仅仅 着 眼 于 数学 知识 的 实际 应 用 的 
话 ,那么 ,对 于 上 述 问 题 也 许可 以 作出 肯定 的 答复 。 但 是 ,如 果 我 们 着 眼 于 更 大 的 范 
围 ,特别 是 考虑 到 数学 的 理论 研究 ,在 此 无 疑 就 应 作出 否定 性 的 答复 ,因为 ,这 正 是 
数学 思维 的 一 个 重要 特点 , 即 数 学 家 们 总 是 不 满足 于 某 些 具体 结果 或 结论 的 获得 ， 
而 是 希望 能 够 获得 更 为 深 人 的 理解 ,后 者 则 又 直接 导致 了 对 于 严格 的 逻辑 证 明 的 寻 
求 , 也 促使 数学 家 积极 地 去 从 事 进 一 步 的 研究 , 即 如 在 这 些 看 上 去 并 无 联系 的 事实 
背后 是 否 隐藏 着 某 种 普遍 的 理论 ,这 些 事实 能 否 被 纳入 某 个 统一 的 数学 结构 ? 等 
等 ;数学 家 们 也 总 是 希望 能 达到 更 大 的 简单 性 和 精致 性 , 如 是 否 存在 更 为 简单 的 证 
明 ,能 和 否 对 相应 的 表述 方式 (包括 符号 等 ) 作 出 适当 的 改进 ,等 等 。 


四 ”对 此 可 参见 E，Silver 的 综述 性 文章 “On Mathematical Problem Posing”, 载 《Proceedings of the 17th 
International Conference of PME》, 1993, Vol, I 第 66~85 页 
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也 正 是 从 上 述 的 立场 出 发 ,一些 数学 家 对 “问题 解决 ?这 一 数学 教育 改革 运动 中 
所 出 现 的 一 些 偏向 提出 了 尖锐 的 批评 。 例 如 ,为 了 使 数学 对 大 多 数学 生来 说 成 为 更 
有 了 吸引 力 和 力所能及 的 ,“ 开 放 性 问题 "在 现代 的 数学 教育 中 得 到 了 广泛 的 应 用 , 因 
为 ,普遍 认为 ,与 具有 惟一 正确 解答 .甚至 惟一 正确 解 题 方法 的 “传统 问题 ” 相 比 , 开 
放 性 问题 更 适 于 使 所 有 的 学 生 参 与 到 解 题 活动 之 中 :他 们 可 以 依据 各 自 的 水 平 去 进 
行 求解 (另外 “开放 题 ” 的 应 用 对 于 切实 纠正 学 生 中 所 普遍 存在 的 以 下 观念 显然 也 
十 分 有 益 :“ 每 个 问题 都 只 有 唯一 的 正确 解答 ,并 有 惟一 的 正确 解 题 方法 ”)。 但 是 ， 
在 相关 的 教学 实践 中 我 们 却 又 经 常 可 以 看 到 这 样 的 现象 :学 生 们 (其 至 包括 教师 ) 只 
是 满足 于 用 某 种 方法 (包括 观察 ,实验 和 猜测 ) 求 得 了 问题 的 解答 ,而 不 再 进行 进 一 
步 的 思考 和 研究 ,甚至 都 未 能 对 所 已 获得 的 结果 的 正确 性 (包括 完整 性 ) 作 出 必要 的 
”检验 或 证 明 。 从 而 ， 在 现实 中 ,开放 性 问题 在 某 些 场合 正在 成 为 不 求 甚 解 和 不 加 检 
验 的 猜测 的 同义词 "。 这 一 现象 当然 引起 了 数学 家 们 的 极 大 不 安 ; “尽管 这 一 讨论 仅 
限于 开放 性 问题 ,但 对 于 新 的 改革 的 某 些 方面 的 大 致 了 解 已 经 使 得 数学 家 对 数学 教 
育 的 前 进 方向 产生 了 疑虑 "(H，Wu); 我 所 担心 的 是 :通过 使 数学 变 得 越 来 越 易 于 
接受 ,最 终 所 得 出 的 将 并 非 是 数学 ,而 是 什么 别 的 东西 >(A，Cuoco) 。 

当然 ,我 们 并 不 能 因为 在 实践 中 出 现 了 某 些 偏差 就 对 新 的 改革 运动 持 绝对 和 否定 
的 态度 。 但 是 ,在 笔者 看 来 ,这 又 的 确 从 又 一 侧面 表明 了 “问题 解决 ”这 一 口号 的 局 
限 性 。 这 就 是 指 ,与 单纯 强调 “问题 解决 ” 相 比 ,我 们 应 当 更 为 明确 地 提出 这 样 的 主 
张 :“ 求 取 解 答 并 继续 前 进 ”"。 进 而 ,从 更 深入 的 层次 看 ,这 也 就 是 指 ,与 “问题 解决 ” 
这 一 口号 相 比 ， 数 学 地 思维 ?应 当 说 是 更 为 恰当 的 ,也 即 我 们 应 当 把 帮助 学 生 学 会 
数学 地 思维 看 成 数学 教育 的 主要 目标 。 值 得 指出 的 是 ,后 者 事实 上 也 就 是 美国 在 
“问题 解决 "这 一 方向 上 的 主要 学 术 带 头 人 之 一 舍 费 尔 德 通过 自己 的 实践 所 总 结 出 
的 一 条 教训 :现在 让 我 回 到 “问题 解决 ?这 一 论题 。 尽 管 我 在 1985 年 出 版 的 书 用 了 
《数学 问题 解决 ;这样 一 个 名 称 , 但 我 现在 认识 到 这 一 名 称 的 选用 是 不 很 恰当 的 。 我 
所 考虑 的 是 ,单纯 的 问题 解决 的 思想 过 于 狭 窑 了 。 我 所 希望 的 并 非 仅仅 是 教会 我 的 
学 生 解 决 问题 一 特别 是 由 别人 所 提出 的 问题 ,而 是 帮助 他 们 学 会 数学 地 思维 。” 

显然 ,以 上 的 分 析 事 实 上 也 就 为 如 何 更 好 地 去 开展 数学 方法 论 的 研究 指明 了 前 
进 的 方向 :作为 数学 思维 方法 的 研究 ,我 们 不 应 惟一 地 局 限于 “ 解 题 策 略 ”, 而 还 应 当 
包括 更 为 广泛 的 内 容 , 特 别 是 ,我 们 应 十 分 重视 所 谓 的 “数学 的 研究 精神 ”, 即 如 何 由 
已 有 的 工作 去 引出 新 的 研究 问题 或 开拓 出 新 的 研究 方向 。( 容 易 看 出 ,后 者 是 与 前 
面 所 提 太 的 “提出 问题 的 方法 ”密切 相关 的 。 相 应 的 方法 论 原则 可 详 见 徐 利 治 、 郑 第 
信 ,《 数 学 抽象 的 方法 与 抽象 度 分 析 法 》, 江 苏 教育 出 版 社 ,1991) 

最 后 ,还 应 提 及 的 是 ,强调 “数学 地 思维 ”, 事 实 上 也 就 更 好 地 体现 了 这 样 一 种 基 
本 的 数学 教育 思想 :数学 不 应 被 看 成 单纯 的 工具 ,而 且 也 对 思维 的 训练 有 着 十 分 重 
要 的 意义 ,并 且 , 后 者 直接 关系 到 了 数学 的 文化 价值 ,特别 是 人 类 理性 精神 的 发 展 。 
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这 也 就 如 著名 数学 史学 家 克 莱 因 所 指出 的 :“ 在 最 广泛 的 意义 上 说 ,数学 是 一 种 精 
神 , 一 种 理性 的 精神 。 正 是 这 种 精神 ,使 得 人 类 的 思维 得 以 运用 到 最 完善 的 程度 ; 亦 
正 是 这 种 精神 ,试图 决定 性 地 影响 人 类 的 物质 .道德 和 社会 生活 ,试图 回答 有 关 人 类 
自身 存在 提出 的 问题 ,试图 努力 去 理解 和 控制 自然 ,试图 尽力 去 探求 和 确立 已 经 获 
得 知识 的 最 深刻 的 和 最 完美 的 内 涵 。?” 

“问题 解决 "与 数学 知识 的 教学 ”从 教学 的 角度 看 ,以 下 的 问题 显然 也 应 引起 我 
们 的 高 度 关注 ;我 们 应 当 如 何以 “问题 解决 ”( 或 者 说 ,“ 数 学 地 思维 ”) 为 中 心 去 组 织 
全 部 的 数学 教学 ? 特别 是 ,我 们 又 应 如 何 去 处 理 提高 学 生 解决 问题 的 能 力 与 数学 基 
础 知识 与 基本 技能 的 学 习 这 两 者 之 间 的 关系 ? 

以 下 即 是 对 于 上 述 的 问题 的 一 种 可 能 解答 “问题 解决 > 不仅 涉及 数学 教育 的 基 
本 目标 ,而 且 也 应 被 看 成 数学 教学 的 一 个 基本 形式 ,这 就 是 说 ,全 部 的 学 校 数学 课程 
都 应 采取 “问题 解决 ”这样 一 种 形式 。 例 如 ,由 美国 著名 数学 教育 家 工 . 伦 伯 格 所 提出 
的 关于 数学 课程 设计 的 如 下 五 条 原则 就 可 被 看 成 这 方面 的 一 个 具体 例子 ,特别 是 ， 
它 具 体 地 指明 了 应 当 如 何 去 处 理 “ 问 题解 决 ”与 数学 基础 知识 与 基本 技能 的 教学 这 
两 者 之 间 的 关系 : 

第 一 ,应 当 清 楚 地 指明 我 们 所 希望 学 生 掌握 的 若干 概念 领域 ;第 二 ,这 些 领域 应 
当 被 分 解 成 若干 个 课程 单元 ,每 个 单元 各 有 一 个 主题 ,并 用 2 一 3 个 星期 来 学 习 ; 第 
三 ,对 学 生来 说 ,这 些 概念 领域 应 当 由 一 定 的 “问题 情境 "自然而然 地 引出 ;第 四 ,各 
单元 中 的 活动 安排 应 当 与 学 生 的 思维 活动 相 适应 ;第 五 ,课程 单元 应 当 根据 学 生 的 
知识 情况 及 教学 环境 不 断 地 加 以 调整 。 

与 上 述 较为 极端 的 立场 相对 立 , 以 下 则 可 被 看 作 20 世纪 90 年 代 以 来 数学 教育 
界 的 一 个 共识 , 即 是 认为 数学 教育 应 当 “ 过 程 与 结果 并 重 ”。 由 于 后 者 主要 地 就 可 被 
看 成 人 们 经 由 对 过 去 十 凡 年 中 “问题 解决 ”的 教学 实践 进行 自觉 反思 所 得 出 的 一 个 
结论 ,因此 ,这 事实 上 也 就 在 一 定 程度 上 反映 了 上 述 的 主张 在 实践 中 存在 一 定 的 仿 
废 或 不 足 之 处 。 

更 为 一 般 地 ,笔者 以 为 ,我 们 在 此 事实 上 应 对 “基本 的 教育 思想 ”和 “数学 教学 的 
基本 形式 ”作出 明确 的 区 分 。 这 也 就 是 说 ,强调 提高 学 生 解 决 问题 的 能 力 并 不 意味 “ 
着 数学 课程 必须 惟一 地 采取 “问题 解决 ”的 形式 。 进 而 ,如 果 我 们 把 着 眼 点 由 狭义 的 
“问题 解决 "转移 到 “数学 地 思维 ,那么 , 另 一 种 教学 形式 事实 上 也 就 更 为 可 取 。 

具体 地 说 ,笔者 在 此 所 强调 的 主要 是 这 样 一 个 事实 :数学 的 思维 方法 并 不 是 什 
么 高 度 抽象 .不 可 捉摸 的 东西 ,而 是 渗透 于 各 种 具体 的 数学 活动 之 中 ,后 者 既 包 括 问 
题解 决 ,也 包括 各 种 基本 的 数学 知识 和 技能 的 学 习 。 从 而 ,尽管 在 某 些 特定 条 件 下 
确 有 必要 进行 “问题 解决 ”或 者 说 ,数学 思维 方法 ) 的 专门 教学 ,如 相对 集中 地 通过 
典型 例子 进行 启发 性 解 题 策略 的 教学 等 。 但 是 ,与 这 种 相对 集中 的 专门 教学 相 比 ， 
如 何 将 数学 思维 方法 (更 为 一 般 地 说 ,就 是 数学 方法 论 ) 的 教学 与 具体 数学 知识 内 容 
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的 教学 密切 地 结合 起 来 , 也 即 以 思维 方法 的 分 析 去 带动 ,促进 具体 数学 知识 内 容 的 
教学 , 则 是 更 为 重要 的 。 因 为 ,第 一 ,只 有 将 数学 思维 方法 的 分 析 渗透 于 具体 数学 知 
识 内 容 的 教学 之 中 ,我 们 才能 使 学 生 真正 看 到 思维 方法 的 力量 ,并 使 之 真正 成 为 可 
以 理解 的 .可 以 学 到 手 的 和 能 够 加 以 推广 应 用 的 ;反之 ,数学 思维 方法 ?也 才 不 会 变 
成 一 门 纸上谈兵 、 借 题 发 挥 的 空洞 “学 问 ”。 第 二 ,又 只 有 通过 深入 地 揭示 隐藏 在 具 
体 数 学 知识 背后 的 思维 方法 ,我 们 才能 真正 做 到 把 数学 课 “ 讲 活 ”“ 讲 懂 ”“ 讲 深 ” 一 一 
所 谓 “ 讲 活 ”, 是 指教 师 应 通过 自己 的 教学 活动 向 学 生 展 现 “ 活 生生 的 ”数学 研究 工 
作 ,而 不 是 死 的 数学 知识 ;所 谓 " 讲 懂 ”, 则 是 指教 师 应 当 帮 助 学 生 真正 理解 有 关 的 教 
学 内 容 , 而 不 是 圆 图 吞 惠 , 死 记 硬 背 ; 所 谓 “ 讲 深 ”, 是 指教 师 在 数学 教学 中 不 仅 应 使 
学 生 掌握 具体 的 数学 知识 ,而 且 也 应 帮助 学 生 学 会 领会 内 在 的 思维 方法 。 

当然 ,强调 数学 方法 论 的 教学 与 具体 数学 知识 内 容 的 教学 的 密切 结合 ,并 不 应 
被 理解 成 重新 回 到 传统 的 “传授 一 接受 ?型 模式 。 例 如 , 正如 伦 伯 格 的 设计 所 已 清楚 
地 表明 的 ,数学 基础 知识 与 基本 技能 的 学 习 在 很 多 情况 下 也 可 采取 “问题 解决 ”的 形 
式 。 但 是 ,这 又 的 确 是 笔者 的 一 个 基本 观点 , 即 是 认为 数学 思维 方式 在 大 多 数 情况 
下 并 不 能 通过 单纯 的 解 题 活动 “自发 地 ”得 到 形成 。 例 如 ,在 笔者 看 来 ,这 事实 上 也 
就 可 被 看 成 中 国 古 代数 学 的 发 展 历史 所 给 予 我 们 的 一 个 重要 教 益 ; 另 外 ,从 认识 论 
的 角度 看 ,这 无 疑 也 应 被 看 成 建构 主义 (更 为 准确 地 说 ,应 是 社会 建构 主义 ) 的 数学 
学 习 观 的 一 个 重要 结论 , 即 数学 学 习 是 主体 在 一 定 社会 环境 之 中 的 建构 活动 (特殊 
地 ,教师 的 必要 示范 与 启发 就 应 被 看 成 “良好 的 学 习 环境 ”的 一 个 重要 组 成 成 分 ) ,而 
主要 地 是 一 种 文化 继承 的 行为 。 

在 第 7 章 中 ,我 们 还 将 结合 诸多 具体 例子 对 如 何以 数学 思维 方法 的 分 析 带 动 . 促 
进 具体 数学 知识 内 容 的 教学 作出 进一步 的 分 析 。 

结束 语 尽管 在 以 上 我 们 只 是 围绕 国际 上 关于 “问题 解决 ”的 理论 研究 和 教学 
实践 进行 了 分 析 , 但 是 ,这 又 的 确 十 分 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 :在 积极 开展 相对 独立 
的 研究 工作 的 同时 ,我 们 又 应 十 分 关注 国外 相关 研究 的 最 新 进展 ,更 应 通过 国内 外 
研究 成 果 的 综合 分 析 、 比 较 与 整合 以 促进 数学 方法 论 研究 的 深入 发 展 。( 关 于 后 一 
方面 的 初步 工作 可 见 郑 久 信 ,《 数 学 思维 与 数学 方法 论 》, 四 川 教育 出 版 社 ,2001) 
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如 何 能 够 使 得 数学 方法 论 的 学 习 和 研究 与 实际 的 数学 教学 活动 更 为 紧密 地 联 
系 起 来 ,这 无 疑 是 广大 数学 教师 特别 关心 的 一 个 问题 。 在 本 章 中 ,我 们 就 将 通过 若 
干 案例 从 正 、 反 两 个 方面 对 此 作出 具体 的 说 明 ; 同 时 我 们 也 将 从 教学 的 角度 对 如 何 
培养 学 生 提出 问题 的 能 力作 出 简要 的 论述 。 

应 当 指明 的 是 ,尽管 笔者 先前 曾 在 中 学 长 期 担任 数学 教师 ,但 由 于 自 1978 年 起 
就 已 进入 高 校 , 因 而 对 目前 所 使 用 的 中 小 学 教材 就 不 能 说 有 很 好 的 了 解 , 因 此 ,以 下 
所 引用 的 大 部 分 案例 主要 就 来 源 于 其 他 同志 的 一 些 教研 文章 或 著作 ,而 笔者 的 主要 
工作 则 是 从 理论 与 教学 实践 的 紧密 结合 这 一 角度 ,对 此 作出 简要 的 分 析 与 评论 。 希 
望 这 些 分 析 与 评论 对 于 广大 教师 能 有 一 定 的 帮助 和 启示 作用 。 事 实 上 ,在 笔者 看 
来 ,这 也 应 当 被 看 成 学 习 数 学 方法 论 的 一 个 基本 途径 , 即 不 应 停留 于 纯粹 的 理论 学 
习 , 而 应 更 加 重视 如 何 能 将 所 学 到 的 各 种 方法 或 策略 应 用 到 实际 的 数学 活动 中 去 ， 
包括 以 数学 思维 方法 的 分 析 去 带动 和 促进 具体 数学 知识 内 容 的 教学 。 
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正如 第 6 章 中 已 指明 的 ,数学 方法 论 对 于 数学 教学 的 积极 意义 主要 在 于 ;以 数学 
方法 论 为 指导 去 进行 具体 数学 知识 内 容 的 教学 有 助 于 我 们 将 数学 课 “ 讲 活 ”“ 讲 懂 ” 
“ 讲 深 ”。 

但 是 ,我 们 又 如 何 才能 达到 上 述 目 标 呢 ? 笔者 以 为 ,在 此 所 需要 的 并 不 是 某 种 
“事后 诸葛 亮 ” 式 的 点 缀 , 即 如 在 相关 的 解 题 活动 获得 成 功 以 后 以 “专家 ”的 口吻 作出 
如 下 的 点 评 : "这 是 …… 方 法 ”"“ 那 是 …… 方 法 "。 恰 恰 相 反 , 我 们 应 当 通过 相关 内 容 
的 “方法论 重 建 ”或 者 说 “理性 重建 ”) 使 之 真正 成 为 “可 以 理解 的 ”% 可 以 学 到 手 的 ” 
和 ”能 够 加 以 推广 应 用 的 ”>。 显 然 ,这 事实 上 也 就 表明 所 说 的 “方法 论 重建 并 不 是 对 
于 某 些 现成 法 则 的 机 械 应 用 ,而 是 一 种 创造 性 工作 ,更 应 充分 体现 “化 难为 易 " 和 “化 
神奇 为 平 几 ”的 重要 特色 。 
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. 为 了 清楚 地 说 明 问 题 , 仍 可 首先 回 到 第 1 章 中 所 已 提 及 的 以 下 两 个 实例 ， 

【 例 1〗 这 是 关于 少年 高 斯 的 一 个 神奇 传说 ;也许 是 为 了 “忙中 偷 闲 ”, 一 位 小 学 
教师 给 自己 的 学 生出 了 这 样 一 个 “难题 ”:1 十 2 十 3 十 … 十 99 二 ?然而 ,还 未 等 这 位 教 
师 在 位 子 上 真正 坐 定 , 小 高 斯 就 已 报 出 了 如 下 的 正确 答案 :4 950。 

显然 ,由 于 缺乏 可 靠 的 资料 ,对 于 高 斯 在 当时 究竟 是 如 何 得 出 这 一 解答 的 ,我 们 
已 无 从 猜测 ,但 是 ,我 们 仍 可 通过 方法 论 的 重建 使 之 成 为 “可 以 理解 的 “可 以 学 到 手 
的 "和 “能 够 加 以 推广 应 用 的 ”。 例 如 ,正如 第 一 章 中 所 已 指明 的 ,这 一 计算 过 程 就 可 
被 看 成 所 谓 的 “加 倍 法 ”的 一 个 具体 应 用 ,或 者 说 ,我 们 即 可 按照 以 下 的 顺序 (如 
图 7-1) 十 分 自然 地 引导 出 相应 的 “ 解 题 思路 ”; 


SI=? S$,=? 
PTT 
十 十 十 
十 十 
十 1 
二 
2S'=ab 2S,=6x5=30 
图 7-1 
从 而 ,为 了 求解 S=1 十 2 十 3 十 … 十 99 一 ? 


我 们 就 可 首先 求 得 

2S 二 1 十 2 十 3 十 … 十 99 十 99 十 98 十 97 十 … 十 1 二 100X99= 二 9 900。 

这 样 原先 的 问题 也 就 立即 获得 了 解决 :S 一 4 950。 

【 例 2】 在 初次 看 到 由 波 利 亚 所 给 出 的 以 下 解法 时 相信 绝 大 多 数 读者 一 定 会 发 
出 由 囊 的 赞叹 :这 真 可 谓 “ 奇 思 妙 想 ”, 从 而 就 决 非 我 们 这 些 凡夫 俗 子 所 能 学 到 手 的 ， 
为 了 解决 一 个 农夫 有 若干 只 鸡 和 兔子 ,它们 共有 50 个 头 和 140" 个 脚 , 问 鸡 免 各 有 多 
少 只 ?” 这 样 一 个 间 题 , 波 利 亚 设 想 了 这 样 一 种 奇特 的 现象 :“ 每 只 鸡 都 仅 用 一 只 脚 站 
在 地 下 ,而 兔子 则 举 起 了 前 腿 ,……”( 详 见 第 一 章 第 一 节 例 9) 

但 是 ,又 如 波 利 亚 本 人 所 指明 的 ,只 需 掌 握 了 一 定 的 方法 ,我 们 就 可 “化 神奇 为 
平凡 ”, 也 即 清 楚 地 揭示 上 述 巧 妙 解法 的 本 质 。 

具体 地 说 ,我 们 在 此 可 以 首先 将 日 常 语言 翻译 成 代数 语言 : 
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日 常 语 言 代数 语言 豆 
农夫 有 若干 只 鸡 z 
和 若干 只 兔子 ， y 
它们 共有 50 个 头 Z 十 y 王 50 
和 140 个 脚 ， 2Zz 十 4y 一 140 
显然 ,这 时 原来 的 问题 就 被 归结 成 了 如 何 去 求 解 以 下 的 二 元 一 次 方法 组 : 
人 50， 
2z 十 4y 一 140。 


而 又 只 需 稍 具 代数 知识 ,我 们 就 可 立即 求 得 :z 一 30,y 一 20。 
进而 ,如 果 以 疡 去 代 蔡 题目 中 的 50, 用 了 代替 140, 也 即 用 疡 和 分别 表 示 问 题 
中 头 的 数目 和 脚 的 数目 ,我们 就 得 到 了 如 下 的 方程 组 ， 


人 人 Gs (1) 
27x+ y= fo (2) 

后 一 方程 组 显然 又 可 用 以 下 的 方法 去 求解 : 
(2) X 志 得 z+2y= 了 了 ， 和 (3) 


G3) 一 (GD 得 y= 了 一 h。 

这 也 就 是 说 ,兔子 的 数目 等 于 脚 数 的 一 半 减 去 头 数 。 显 然 ,这 就 是 上 面 所 给 出 
的 巧妙 解法 。 

与 以 上 的 两 个 例子 不 同 ,以 下 的 实例 主要 表明 了 我 们 可 以 如 何 通过 适当 的 例子 
去 进行 (启发 性 ) 解 题 策略 的 教学 。 

【 例 3】 教师 所 给 出 的 问题 是 这 样 的 : 在 明了 2 所 示 的 九 个 方 格 中 分 别 
放 和 1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 九 个 数字 ,使 得 每 一 一 列 , 每 条 对 角 线 上 数字 的 和 
都 相等 ?” 

作为 教学 开端 ,教师 首先 提出 了 这 样 的 问题 . 

“什么 样 的 信息 可 以 使 得 这 一 问题 变 得 较为 容易 求解 ?” 

显然 ,如 果 我 们 能 知道 每 一 行 、 每 一 列 、 每 条 对 角 线 上 数字 的 和 究竟 是 多 少 , 原 
来 的 问题 就 会 变 得 较为 容易 求解 。 

在 此 我 们 用 到 了 这 样 的 方法 论 原则 ， 

设立 次 目标 努力 求 得 部 分 的 结果 ,并 利用 它 作为 出 发 点 去 求 得 剩余 的 部 分 。 

然而 ,我 们 又 怎样 才能 求 得 所 说 的 和 数 呢 ? 假设 我 们 已 经 获得 了 所 要 求 的 解 

它 经 常 可 以 给 我 们 以 帮助 :我 们 可 以 由 此 去 推出 解答 所 必然 具有 的 性 质 。 

的 入 S, 把 三 个 列 全 部 加 起 来 ,其 和 显然 为 3S， 但 它 同时 又 等 于 1， 

…9 这 九 个 数字 的 和 , 即 为 45, 从 而 就 有 S 二 15。 
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在 此 我 们 用 到 了 这 样 的 方法 论 原则 ， 

从 后 往 前 推 假设 我 们 已 经 获得 了 解答 ,由 此 从 后 往 前 推 以 确定 它 所 必然 具有 
的 性 质 。 

现 考虑 这 样 的 问题 : 

在 所 有 九 个 方 格 中 哪 一 个 最 为 重要 ? 

显然 是 居中 的 那个 。 

以 下 就 是 相应 的 方法 论 原则 : 

关键 性 原则 ”集中 注意 关键 点 ,常常 会 给 你 带 来 力量 。 


图 7-2 图 7-3 图 7-4 

能 和 否 把 9 放 在 中 间 的 方 格 ?( 如 图 7 - 3) 不 行 ,因为 这 时 我 们 就 无 法 放置 8 了 ， 
无 论 把 8 放置 在 哪里 ,我们 都 必须 将 9 和 8 加 起 来 ,但 其 和 已 经 超过 了 15。( 那 么 ,9 
应 当 放 在 哪里 呢 ?) 依 据 同样 的 考虑 ,8、7、6 这 几 个 数字 也 都 不 能 放 在 中 间 。1 能 否 
放 在 中 间 ? (如 图 7 - 4) 也 不 行 ,因为 这 时 2 必然 出 现在 某 个 地 方 ,而 为 了 使 相应 的 
行列 或 对 角 线 上 的 数字 的 和 为 15, 就 必须 加 上 12, 但 这 是 不 可 能 的 。( 那 么 ,1 应 当 
放 在 哪里 呢 ?) 依 据 同样 的 道理 ,2,3,4 这 几 个 数字 也 都 不 能 放 在 中 间 。 

现在 很 清楚 ,5 是 可 以 放 在 中 间 的 惟一 选择 。 

上 面 的 推理 过 程 表明 了 这 样 一 条 方法 论 原则 : 

特殊 化 原则 “首先 对 特殊 的 情况 进行 研究 : 

在 确定 了 5 应 放 在 中 间 的 前 提 下 ,我 们 再 来 考虑 1 应 当 放 在 哪里 。 如 图 7- 5 所 
示 , 在 此 只 有 两 种 可 能 性 ,而 这 事实 上 又 用 到 了 如 下 的 方法 论 原 则 ; 

对 称 性 原则 ”在 解 题 时 应 充分 考虑 和 利用 对 称 性 。 


7-5 ; 图 7-6 . 
在 得 出 了 上 述 的 结果 以 后 , 剩 下 的 工作 就 没有 什么 困难 了 。 
假设 我 们 把 1 放 在 左上 角 ( 图 7 - 6), 这 时 就 必须 将 9 放 在 右 下 角 , 这 样 才能 保 
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证 相应 的 对 角 线 上 的 数字 的 和 为 15。 进 而 再 考虑 2 的 可 能 位 置 :同样 依据 对 称 性 ， 
这 时 显然 只 需 考虑 如 下 三 种 可 能 性, 即 如 图 7-7.7-8.7-9 所 示 的 情况 : 


图 7-7 图 7-8 , 图 7-9 
但 是 ,仔细 观察 后 又 可 看 出 :这 几 种 可 能 性 最 终 都 将 导致 “矛盾 ”"。 例 如 ,在 如 图 
7-9 所 示 的 情况 下 ,我 们 必须 将 4 放 在 左下 角 的 位 置 ,但 这 时 就 必须 在 最 左 一 排 的 
中 间 位 置 放 上 10, 而 这 是 不 可 能 的 。 . 
从 而 ,1 就 必须 放 在 其 他 的 位 置 。 现 设 将 1 放 在 上 排 中 间 的 位 置 ,这 时 就 必须 将 
9 放 在 下 排 中 间 的 位 置 ,以 保证 中 间 一 列 的 数字 的 和 为 15。 这 时 2 仍 有 三 种 可 能 的 
位 置 (图 7- 10. 图 7-11 和 图 7-12)， 


图 7- 10 图 7- 11 图 7-12 
现 假设 将 2 放 在 图 7 - 10 所 示 的 位 置 ,容易 发 现 这 时 必须 在 右上 和 角 放 去 12; 而 如 果 
将 2 放 在 图 7 - 11 所 示 的 位 置 , 则 就 无 法 放置 3。 从 而 图 7 - 12 就 是 惟一 的 可 能 性 。 


这 样 继续 下 去 ,我 们 就 可 获得 最 终 的 解答 ,如 图 7 - 13 
所 示 ， 器 硬 面 
上 述 解答 的 获得 是 否 意味 着 解 题 活动 的 结束 ”不 ! 我 们 
还 应 继续 考虑 是 否 有 其 他 的 解 题 方法 。 
由 于 原来 的 问题 要 把 1~9 这 九 个 数字 分 成 这 样 的 “三 数 2 oa 
组 ”, 使 其 和 等 于 15, 因 此 我 们 在 此 也 可 首先 党 试 着 把 所 有 这 
样 的 “三 数组 ”都 列举 出 来 。 四 ?13 
相应 的 方法 论 原则 为 : 
由 前 往 后 走 看 看 利用 现 有 的 对 象 可 以 得 到 多 少 种 组 合 。 
学 生 们 给 出 了 如 下 的 一 些 数组 ， 
(3,5,7);(8,1,6);(4,5,6);(1,5,9);(7,6,2);(6,8,1);(2,4,9) 3 


9» 


这 时 有 学 生 提出 (8,1,6) 和 (6,8,1) 这 两 个 组 ,事实 上 是 重复 的 ,必须 舍 去 其 中 
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之 一 。 这 时 工作 出 现 了 停顿 ,因为 学 生 们 似乎 再 也 列举 不 出 新 的 “三 数组 ”了 。 显 
然 , 这 样 的 随意 列举 既 容 易 重复 ,也 不 能 保证 没有 遗漏 。 从 而 ,我 们 在 此 就 应 采取 如 
下 的 方法 论 原 则 : 

系统 化 原则 ”系统 地 进行 工作 会 有 很 大 的 帮助 。 

例如 ,我 们 在 此 即 可 按照 增 大 的 次 序 去 列举 出 各 个 “三 数组 ”。 事 实 是 ,按照 所 
说 的 次 序 , 学 生 仅 用 1 一 2 分 钟 就 列举 出 以 下 各 个 数组 ; 

(1,5,9);(1,6,8);(2,4,9);(2,5,8);(2,6,7);(3,4,8);(3,5,7);(4,5,6), 

正如 前 面 已 指出 的 :中 间 的 方 格 应 当 被 看 成 具有 特别 的 重要 性 :这 一 方 格 中 的 
数字 被 同时 包含 在 四 个 “三 数组 ”之 中 (两 条 对 和 角 线 ,一 条 横行 ,一 条 竖 列 )。 对 上 面 
所 列 出 的 各 个 数组 进行 观察 ,容易 发 现 其 中 只 有 一 个 数字 同时 出 现在 四 个 数组 之 
中 ,这 就 是 5。 从 而 ,如 果 有 人 解 的 话 ,中 间 的 数字 就 一 定 是 5。 

那么 , 角 上 的 数字 和 四 周 中 间 位 置 的 数字 又 分 别 是 几 呢 ? 显然 , 角 上 的 数字 将 
间 时 包含 在 三 个 数组 之 中 ,四 周 中 间 位 置 的 数字 则 将 同时 属于 两 个 数组 。 另 外 , 通 
过 实际 观察 我 们 又 可 发 现 2,4,6,8 这 四 个 数字 在 上 述 各 个 “三 数组 ”中 都 出 现 了 三 
次 ,而 1,3,7,9 则 都 出 现 了 两 次 。 从 而 ,如 果 有 解 的 话 , 角 上 的 数字 就 必定 是 2,4,6， 
8 这 四 个 数字 ,四 周 中 间 的 数字 则 必定 是 1,3,7 和 9。 

这 样 ,上 述 的 问题 也 就 立即 获得 了 解决 。 

由 此 ,我 们 又 可 引出 如 下 的 方法 论 原则 ， 

开放 性 原则 ”在 数学 中 往往 有 不 止 一 种 的 解 题 方法 。 

现在 我 们 已 经 得 到 了 两 种 不 同 的 解法 ,大 概 再 没有 什么 事情 可 做 了 吧 ? 

不 ! 我 们 还 应 进一步 去 考虑 如 何 对 已 获得 的 结果 作出 推广 ,也 即 如 何 由 已 解决 
的 问题 提出 新 的 问题 。 例 如 : 

(1) 上 面 所 用 到 的 数字 是 1 到 9, 能 否 用 2 到 10 这 九 个 数字 去 完成 同样 的 工 
作 ? 又 能 否 采 用 87 到 95 这 九 个 数字 ? 

(2) 能 否 用 3,6,9,12,18,…,27 这 九 个 数字 去 完成 同样 的 工作 或 是 用 1 到 9 这 
九 个 数字 的 其 他 倍数 ? 

《3) 能 否 用 5,8,11,14,17,20,…,29 这 九 个 数字 去 完成 同样 的 工作 或 是 任何 一 
个 算术 级 数 ? 

显然 ,我 们 还 可 在 更 为 一 般 的 意义 上 去 作出 进一步 的 推广 (对 于 如 何 依 据 已 解 
决 的 问题 去 提出 新 的 问题 我 们 还 将 在 第 二 节 中 作出 具体 论述 ) 。 


_ 三 化 难为 易 、 化 神奇 为 平凡 


寺 面 的 例子 显然 已 表明 ,应 当 将 “化 难为 易 ”" 和 “化 神奇 为 平凡 ”看 成 方法 论 重建 
的 必要 条 件 。 也 正 是 从 这 样 的 角度 去 分 析 , 以 下 各 个 案例 或 许 就 可 被 看 成 这 方面 的 


1584 


一 些 “ 反 例 ”。 

【 例 4】 正如 大 家 所 熟悉 的 ,三 角形 的 内 角 平 分 线 - 
性 质 ( 这 即 是 指 ,“ 三 角形 中 一 个 角 的 平分 线 分 对 边 所 得 2 
的 两 条 线段 与 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 ”) 的 证 明 应 当 说 i 
并 不 困难 (如 图 7 - 14)。 但 是 ,从 教学 的 角度 看 ,我 们 在 / 
此 显然 又 应 考虑 这 样 一 个 问题 :这 一 证 明 思 路 是 如 何 得 1/ 
出 的 ? 我 们 又 应 如 何 使 得 定理 的 证 明 对 于 学 生来 说 显得 
十 分 自然 ”因为 ,不 可 否认 的 是 ,CE 这 一 辅助 线 的 添加 8 D C 
在 此 很 像 是 流利 亚 所 说 的 “从 帽子 中 掏 出 来 的 兔子 ”。 

大 概 也 正 是 基于 这 样 的 考虑 ,相关 老师 在 其 所 撰写 
的 教案 “三 角形 内 角 平 分 线性 质 ”( 载 《名师 授 课 录 ,初中 版 }), 上 海 教育 出 版 社 ,1992) 
中 就 采取 了 让 学 生 主 动 进行 探索 的 作法 。 具 体 地 说 ,在 对 平行 线 分 线段 成 比例 这 一 
定理 进行 回忆 以 后 ,教师 首先 提出 了 这 样 的 问题 :“ 除 平行 线 以 外 ,是 不 是 还 有 其 他 
的 几何 图 形 能 够 获得 成 比例 的 线段 呢 ?” 进 而 , “考虑 到 初中 学 生 的 认识 特点 ”, 教 师 
又 采取 了 如 下 的 作法 , 即 是 首先 指明 了 “等 腰 三 角形 顶 角 的 平分 4 
线 可 以 分 线段 与 已 给 两 线段 成 比例 ” (后 者 是 指 , AB : AC = 
1:1,BD : DC=1 : 1, 从 而 就 有 AB : AC= BD : DC, 如 图 
7 -15), 然 后 再 让 学 生 进一步 去 探索 ;“ 对 一 般 三 角形 来 说 , 它 的 
内 角 平分 线 是 否 也 具备 同样 的 性 质 呢 ?” 例 如 ,教师 提出 “第 一 ， 
请 大 家 在 等 腰 三 角形 的 基础 上 ,延长 一 条 边 ,使 4B 和 AC 满足 一 8 一方 C 
定 的 比值 ,然后 看 一 看 这 时 人 A 的 平分 线 使 BD 与 DC 之 比 起 怎 
样 的 变化 ? 能 不 能 获得 成 比例 线段 ? 第 二 ,在 这 个 例子 的 启发 
下 ,猜想 一 下 一 般 三 角形 内 角 平 分 线 会 有 什么 性 质 ??” 

让 学 生 通 过 主动 的 探索 去 发 现 相应 的 定理 当然 很 好 ,但 是 ,就 以 上 的 实际 作法 
而 言 ,笔者 以 为 ,这 实在 很 难说 是 真正 的 “发 现 ”, 毋 宁 说 ,学 生 在 此 无 需 就 各 个 具体 
情况 ( 即 如 使 AB : AC=2 : 1 或 4B : AC=3 : 1) 实 际 地 去 进行 度量 ,就 可 由 老师 的 
“引导 ”直接 猜想 出 老师 所 “暗示 ”的 结果 :三 角形 的 内 角 平 分 线 分 对 边 所 得 的 两 条 线 
段 与 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 ;另外 ,教案 中 以 等 腰 三 角形 作为 一 般 三 角形 的 特例 ， 
并 希望 通过 “由 特殊 到 一 般 ” 引 出 相应 的 结论 ,也 实在 有 点 勉强 。 因 为 ,人 们 习 怕 很 
少 会 将 两 条 线段 的 相等 写成 1 : 1 的 形式 ,至 于 由 AB.: AC=1: 1 和 BD : pC= 
1 : 1 引出 “等 腰 三 角形 顶 角 的 平分 线 分 对 边 所 得 的 两 条 线段 和 这 个 角 的 两 边 对 应 成 
比例 ” 则 就 更 是 “匪夷所思 > 了 。 

与 上 述 的 作法 不 同 , 笔 者 以 为 ,我 们 在 此 或 许可 以 采取 这 样 的 方法 ;由 于 我 们 刚 
刚 引进 了 三 角形 的 角 平 分 线 、. 高 和 中 线 ,因此 ,这 就 是 一 个 十 分 自然 的 问题 ;这 三 条 
线 各 具有 什么 样 的 性 质 ? 


图 7-14 


图 7-15 
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相信 学 生 立 即 可 以 发 现 以 下 的 结论 : 
结论 一 :由 角 平 分 线 与 对 边 的 交点 向 其 他 两 条 边 引 垂 线 ( 如 图 7 - 16) ,所 得 出 的 
两 条 线段 (图 中 的 DE 和 DF) 相 等， 


4 4 
了 F 
B 2) C B WY C 


图 7-16 图 7-17 

结论 二 :中 线 将 三 角形 分 成 等 积 的 两 个 部 分 (如 图 7 - 17,SAasawv 一 SAaov)。 

进而 ,由 结论 二 出 发 ,我 们 又 可 提出 这 样 的 问题 (这 一 问题 显然 具有 一 定 的 实际 
意义 ): ， 
如 何 由 顶点 A 出 发 引 一 线段 AK 将 原来 的 三 角形 ABC 分 成 具有 指定 比例 ( 例 
如 ,3 : 2) 的 两 个 小 三 角形 ? 

笔者 以 为 ,如 果 学 生 确 已 理解 了 上 述 的 结论 二 ,这 时 就 不 难 找 出 以 下 的 作法 (图 
7-18)。 进 而 ,在 这 一 基础 上 ,我 们 又 可 提出 如 下 的 问题 :: 

.如 果 指 定 的 比值 即 为 AB : 4C, 我 们 又 应 如 何 去 作 ? 


A A 
B C B C 
“ Q 
Q ip D 


图 7-18 图 7-19 

由 于 学 生 刚刚 解决 了 前 一 个 问题 ,这 时 往往 也 就 会 万 
采取 类 似 的 作法 (如 图 7 - 19)。 但 是 ,由 于 4B 和 AC 都 pg 
是 现成 的 线段 ,因此 ,教师 进一步 提出 如 下 的 问题 也 就 十 /1 
分 自然 了 : 1 

我 们 能 否 对 先前 的 作法 加 以 改进 ,也 即 充 分 利用 现 1 
有 的 图 形 ? 1 

当然 ,我 们 在 此 所 希望 的 即 是 出 现 如 右 图 所 示 的 图 8B 万 Cc 
形 ( 如 图 7 - 20, 其 中 AH=AC, HC/ AD)., 图 7-20 

最 后 ,在 进行 了 多 次 的 实践 之 后 ,如 果 这 时 学 生 尚 未 
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发 现 所 作 的 AD 就 是 原来 的 顶 角 人 A 的 平分 线 ,这 时 教师 就 不 妨 有 意识 地 引导 学 生 
对 图 7 - 20 中 各 个 角 之 间 的 关系 进行 分 析 。 如 :我们 已 经 知道 AD 和 HC 是 两 条 平 
行 线 , 而 平行 线 有 很 多 性 质 , 我 们 能 和 否 依据 这 些 性 质 对 图 形 中 各 个 角 的 相互 关系 作 
出 判断 ? 

当然 ,在 学 生发 现 AD 就 是 人 A 的 平分 线 以 后 ,我 们 又 应 促使 他 们 进一步 去 考 
虑 :这 一 事实 是 否 具有 一 定 的 偶然 性 ? 再 则 ,这 一 事实 是 否 有 利于 我 们 更 为 简单 地 
去 解决 原来 的 问题 , 即 由 顶点 A 引出 一 条 线段 AD 将 原来 的 三 角形 分 成 这 样 两 个 部 
分 ,使 它们 的 比 就 等 于 AB : 4C。 

至 此 ,主要 结论 的 得 出 (也 即 “ 角 平分 线 的 性 质 定理 ”) 应 当 说 已 经 水 到 渠 成 了 ， 
而 且 所 进行 的 探索 活动 也 已 为 这 一 定理 的 证 明 做 好 了 必要 准备 ,因为 我 们 在 此 所 需 
的 无 非 是 将 先前 的 思路 逆转 , 即 不 是 由 A 点 去 作 HC 的 平行 线 4D ,而 是 由 C 点 去 
作 角 平分 线 AD 的 平行 线 CH。 

显然 ,对 照 以 上 的 作法 去 进行 分 析 , 这 也 就 不 能 不 说 是 上 述 教案 的 一 个 明显 不 
足 之 处 , 即 未 能 对 CE 这 一 辅助 线 的 添加 作出 应 有 的 交代 。 

最 后 ,值得 指出 的 是 ,遵循 先前 的 思路 ,我 们 在 此 还 可 给 出 主要 结论 的 又 一 证 
明 , 而 其 特点 则 是 完全 不 用 添加 任何 辅助 线 ( 应 当 指 出 ,这 事实 上 也 就 应 当 被 看 成 创 
造 性 工作 的 一 个 主要 特征 , 即 敢 于 突破 任何 已 有 的 框架 ) 。 

具体 地 说 ,为 了 证 明 AB : AC= BD : DC( 其 中 AD 为 角 A 的 平分 线 ) ,我 们 可 
以 促使 学 生 首先 考虑 BD : DC 的 几何 意义 。 由 于 先前 我 们 一 直 在 从 事 面积 的 分 割 ， 
这 时 学 生 自 然 会 想到 BD : DC 就 等 于 人 ABD 与 人 ADC 的 面积 的 比 。 这 样 ,为 了 证 
明 主 要 的 结论 ,我 们 就 只 需 进 一 步 证 明 AB : AC 也 等 于 AABD 与 AADC 的 面积 之 
比 。 后 一 结论 显然 是 不 难 证 明 的 ,因为 ,在 此 只 需 将 AB 和 AC 分 别 看 成 人 ABD 和 
公 ADC 的 底 边 ,而 由 先前 所 获得 的 结果 (结论 一 ) 我 们 已 经 知道 这 两 个 三 角形 的 高 
(图 7-16 中 的 DE 和 DF) 是 相等 的 。 

从 而 ,这 事实 上 也 就 可 以 看 成 后 一 教学 方法 的 又 一 优点 ,即将 发 现 与 证 明 的 过 
程 更 为 紧密 地 联系 了 起 来 。 

【 例 5】 与 例 4 相同 ,以 下 关于 “ 求 点 到 直线 的 距离 ”的 这 一 教案 ( 载 《 名 师 授 课 
录 ;} 高 中 版 ,上 海 教育 出 版 社 ,1992) 在 很 大 程度 上 也 可 被 看 成 数学 方法 论 的 一 个 自 
觉 应 用 ,因为 ,设计 者 所 希望 的 即 是 能 通过 这 一 实例 “使 学 生 了 解 运用 特殊 到 一 般 、 
一 般 到 特殊 的 数学 思想 方法 ,使 间 题 得 到 一 般 性 解决 的 全 过 程 ,以 启发 思维 ,培养 
能 力 。” 

有 具体 地 说 ,尽管 学 生 在 此 “一 般 都 能 回答 ,过 点 P 作 直 线 ! 的 垂 线 , 垂 足 为 点 Q， 
PQ 就 是 点 P 到 直线 1 的 距离 "如 图 7 - 21) ,教师 对 这 一 解决 方法 只 是 作 了 简单 肯 
定 ,就 立即 把 学 生 的 注意 力 引 导 到 了 以 下 的 问题 ,“ 求 点 P 到 直线 ! 的 距离 ,是否 一 定 
要 从 点 卫 来 求 呢 ? 如 果 点 书 的 坐标 的 数据 很 复杂 ,有 没有 可 能 把 它 “ 化 简 ，, 换 成 另 
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一 个 点 ?” 进 而 ,通过 提出 以 下 的 问题 :“ 请 同学 们 想 一 想 : 两 条 平行 线 间 的 距离 都 相 
等 吗 ? 怎么 求 ?” 教 师 又 引出 了 这 样 的 结论 :如 果 过 点 已 作 直线 /li, 由 于 直线 /上 
的 任意 一 点 到 直线 ! 的 距离 都 等 于 点 P 到 直线 ! 的 距离 (如 图 7 - 22), 因 此 ,点 到 直 
线 的 距离 就 可 归结 为 平行 线 之 间 的 距离 ,这 也 就 是 说 , “我们 已 经 把 求 点 PP 到 直线 / 
的 距离 转化 为 求 两 条 平行 线 与 : 之 间 的 距离 ”。 


图 7-21 图 7-22 


但 是 ,我 们 又 如 何 才能 解决 所 说 的 求 取 两 条 平行 线 之 间距 离 的 问题 呢 ? 教师 提 
出 :“ 还 是 要 取 点 ,归结 为 点 到 直线 的 距离 ,只 是 点 可 以 自由 选取 。” 通 过 分 别 列举 出 
平面 上 的 点 ( 记 为 M) 与 两 条 平行 线 之 间 各 种 可 能 的 位 置 关系 (点 在 上 ;在 1 上 ;在 1/ 
与 /之 间 ; 在 :与 的 外 侧 ) ,教师 得 出 了 这 样 的 结论 : “既然 平面 上 任意 取 一 点 ,都 能 
算出 两 平行 线 /与 /之 间 的 距离 ( 设 点 M 到 直线 / 与 /的 距离 分 别 为 4 和 df, 在 上 述 
的 四 种 情况 下 ,/ 与 /这 两 条 平行 线 之 间 的 距离 分 别 为 d 十 0;q’ 十 0;d 十 d';d 一 q’ 或 
d 一 d) ,那么 取 哪 一 点 最 好 呢 ? 当然 是 原点 .” 这 样 ,我 们 最 终 就 将 问题 归结 成 了 “如 
何 求 取 原 点 到 已 知 直线 ! 的 距离 ”。 

最 后 ,作为 对 于 后 一 问题 的 具体 解决 ,教案 中 引入 了 直线 的 法 线 式 方程 ;并 通过 
教会 学 生 如 何 将 直线 方程 的 一 般 式 化 为 法 线 式 ,教师 指出 我 们 可 利用 法 线 式 求 得 点 
P(zo,yo) 到 直线 /,Az 十 By 十 C=0 的 距离 。 

由 于 上 述 的 处 理 方法 在 很 大 程度 上 不 同 于 现行 的 平面 解析 几何 教材 ,因此 , 笔 
者 以 为 ,这 事实 上 也 就 反映 出 相关 老师 对 教材 中 的 处 理 方法 也 是 不 很 满意 的 ;但 是 ， 
现在 的 问题 仍然 在 于 :新 的 处 理 能 否 使 相关 的 内 容 对 学 生 而 言 真正 成 为 “可 以 理解 
的 “可 以 学 到 手 ” 和 “能 够 加 以 推广 应 用 的 ”? 特别 是 ,这 又 是 否 真正 体现 了 “化 难为 
易 " 和 “化 神奇 为 平凡 ”? 坦率 地 说 ,笔者 以 为 后 两 个 问题 是 大 可 存疑 的 。 ” 

例如 ,笔者 以 为 ,只 需 对 上 述 过 程 作出 仔细 的 分 析 , 而 不 是 “让 老师 达 着 鼻子 
走 ”, 在 教学 过 程 中 就 一 定 会 有 学 生 提 出 这 样 的 问题 :我 们 在 此 是 否 可 以 任意 地 假设 
已 经 求 得 了 平面 上 任意 一 点 M 到 直线 : 与 /的 距离 ”因为 ,后 者 难道 不 就 是 我 们 所 
要 解决 的 问题 吗 , 即 希望 能 求 得 平面 上 任意 一 点 到 一 条 直线 ! 的 距离 。 这 样 ,我 们 在 
此 事实 上 就 是 绕 了 一 个 很 大 的 圆圈 又 重新 回 到 了 原 处 ,也 即 首先 把 “ 求 点 P 到 直线 / 
的 距离 ”转化 成 了 “如 何 求 得 两 条 平行 线 / 与/ 之 间 的 距离 ”, 然 后 ,为 了 求 得 /与 /之 
间 的 距离 , 则 又 必须 假设 可 以 求 得 平面 上 任意 一 点 M( 从 而 事实 上 也 就 包括 了 点 P) 
到 与 /之 间 的 距离 。 显 然 ,如 果 我 们 已 经 求 得 了 点 了 到 直线 ! 的 距离 , 则 又 何必 还 
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要 绕 这 样 大 的 一 个 弯 子 呢 ?! 

当然 ,教案 设计 者 之 所 以 作出 以 上 的 处 理 主 要 是 为 了 通过 分 别 列举 出 平面 上 的 
点 与 两 条 平行 线 之 间 各 种 可 能 的 位 置 关 系 就 可 引出 这 样 的 结论 :我 们 在 此 可 以 首先 
求 取 原点 到 直线 / 的 距离 。 但 是 ,后 一 问题 显然 也 可 被 看 成 所 要 解决 的 点 到 直线 的 
距离 这 一 一 般 性 问题 的 一 个 特例 (因为 ,原点 也 是 平面 上 的 一 个 点 ) ,从 而 ,我 们 在 此 
也 就 完全 可 以 直接 指明 这 样 一 个 事实 ,并 对 有 关 的 论述 重新 组 织 如 下 :与 教案 中 突 
出 强调 “点 到 直线 的 距离 ”可 以 归结 为 “两 条 平行 线 之 间 的 距离 ”这 一 作法 不 同 ,我 们 
应 将 注意 力主 要 集中 于 “为 什么 应 当 首先 考虑 上 述 的 特殊 情况 ?” 进 而 ,笔者 相信 ,我 
们 在 此 又 不 需 作出 任何 特别 的 努力 学 生 就 会 接受 这 样 一 个 事实 ;过 P 作 直线 / /1， 
我 们 只 需 分 别 求 得 原点 到 直线 /与 ! 的 距离 ,就 立即 可 以 求 得 点 到 直线 ! 的 距离 。 
容易 看 出 ,尽管 这 一 新 的 处 理 方法 在 表面 上 似乎 与 原先 的 教案 涉及 相同 的 内 容 ,但 
是 ,在 新 的 处 理 下 相应 的 思维 过 程 显然 得 到 了 极 大 简化 ,并 不 再 具有 “ 弯 弯 绕 ” 的 
味道 。 . | 

最 后 ,还 应 强调 的 是 ,就 如 上 面 所 已 提 及 的 ,教案 中 所 设计 的 教学 方法 是 在 大 部 
分 学 生 已 经 发 现 了 所 面临 的 问题 可 以 通过 图 7 - 21 所 示 的 方法 ( 即 首先 通过 点 作 
直线 ! 的 垂 线 , 从 而 得 出 两 条 直线 的 交点 Q, 再 求 得 点 P 和 点 Q 的 距离 顺利 地 得 以 
解决 这 一 情况 下 进行 的 。 由 于 后 一 解法 是 由 学 生 主 动 得 出 的 ,从 而 对 他 们 来 说 也 就 
是 “十 分 自然 的 ”, 因 此 ,完全 可 以 想像 ,在 所 说 的 情况 下 要 求学 生 完全 放弃 他 们 自己 
的 解法 ( 却 义 没有 给 出 这 样 作 的 任何 理由 ), 并 被 迫 去 追随 一 种 十 分 难以 理解 .而 又 
似乎 大 可 怀疑 的 作法 ,这 无 疑 会 造成 严重 的 消极 后 果 , 后 者 又 不 仅 是 指 对 于 具体 数 
学 内 容 的 掌握 , 姓 宁 说 ,这 也 必然 地 会 影响 到 学 生 对 于 数学 这 一 学 科 , 乃 至 对 于 自身 
数学 学 习 能 力 的 看 法 和 信心 。 

综 上 所 述 ,由 于 教案 中 所 设计 的 方法 事实 上 是 将 一 个 十 分 自然 的 思维 过 程 变 成 了 
一 个 难以 理解 的 苦果 ,因此 ,就 数学 方法 论 在 教学 实践 中 的 应 用 而 言 ,我 们 就 不 仅 应 当 
明确 强调 “化 难为 易 " 和 “化 神奇 为 平凡 ”这 样 的 基本 要 求 ,而 且 也 应 注意 防范 由 于 对 方 
法 论 原则 的 不 恰当 应 用 而 造成 相反 的 结果 。 特 殊 地 ,在 笔者 看 来 ,我 们 也 就 应 当 从 这 样 
的 角度 去 理解 外 国学 者 关于 “数学 启发 法 ”的 以 下 论述 :如 果 解 题 者 对 于 所 要 解决 的 问 
题 一 无 所 措 , 数 学 启发 法 可 能 会 给 你 一 定 的 启示 ;但 如 果 解 题 者 对 于 如 何 求解 问题 已 经 
有 了 自己 的 想法 ,这 时 最 为 恰当 的 作法 就 是 :让 他 按 自己 的 方法 去 做 ! 

最 后 ,针对 大 多 数学 生 的 上 述 自然 想法 而 言 ,笔者 以 为 ,我 们 在 教学 中 又 应 切实 
注意 这 样 一 点 :我们 不 应 认为 教材 中 没有 采取 某 种 作法 ,就 认定 学 生 所 提出 的 解法 
“思路 虽然 很 自然 ,但 运算 过 程 十 分 繁琐 , 从 而 实际 上 就 是 不 可 行 的 "。 恰 恰 相 反 , 由 
实际 计算 我 们 即 可 发 现 这 一 过 程 其 实 并 不 十 分 复杂 (我 们 可 以 此 为 基础 去 引出 直线 
的 法 线 式 方程 ,包括 指明 后 者 的 几何 意义 )。 从 而 ,正确 的 立场 就 应 是 : “我 们 不 应 过 
分 迷信 教材 ,或 者 说 ,与 所 谓 的 “ 紧 反 教材) 相 比 ,我 们 更 应 强调 亲身 的 实践 。” 
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_ 三、 实践 中 的 创造 


正如 前 面 所 已 提 及 的 ,亲身 实践 应 当 被 看 成 很 好 掌握 与 成 功 运 用 数学 方法 论 的 
一 个 基本 途径 ,特别 是 ,如 果 自 己 在 教学 过 程 (更 为 一 般 地 说 , 即 是 阅读 数学 教材 或 
论著 的 过 程 ) 中 发 现 某 一 内 容 的 处 理 ( 包 括 教材 中 所 采取 的 方法 ,别人 给 出 的 教 例 ， 
以 及 自己 先前 所 曾 采 用 过 的 处 理 方法 ) 不 很 自然 ,这 或 许 就 是 自觉 应 用 数学 方法 论 
来 改进 教学 的 一 个 很 好 的 切 和 人 点 ,我 们 并 可 由 此 而 获得 关于 相应 的 方法 论 原则 、 包 
括 数学 方法 论 的 本 质 更 为 深入 的 认识 ,因为 ,归根 结 底 地 说 ,数学 方法 论 并 不 是 一 门 
纸上谈兵 . 夸 夸 其 谈 . 借 题 发 挥 的 “空洞 学 问 ”, 进 而 ,作为 一 门 实践 性 的 学 科 , 要 看 一 
个 人 是 否 真正 掌握 了 数学 方法 论 ,也 只 有 看 他 能 否 创 造 性 地 对 此 加 以 应 用 , 即 能 否 
成 功 地 以 此 为 指导 去 解决 所 面临 的 具体 问题 。 

例如 ,正如 前 面 的 例子 所 已 表明 的 ,辅助 线 的 添加 就 可 被 看 成 这 样 的 一 个 “ 切 人 
点 ”, 与 此 相仿 的 还 有 辅助 函数 的 引入 等 。 以 下 就 是 笔者 在 教学 实践 中 的 一 个 亲身 
经 历 一 一 尽管 相关 的 内 容 已 经 超出 了 初等 数学 的 范围 ,但 读者 或 许 仍 可 从 中 获得 一 
定 的 启示 。 

【 例 6〗 当时 的 教学 内 容 是 基本 初等 函数 的 导数 ,在 弄 清 了 线性 函数 、 寡 函数 、 
正 芍 函数 .余弦 函数 和 对 数 函 数 的 导数 以 后 ,余下 的 问题 就 是 如 何 去 求 得 指数 函数 y 
二 a* (a>>0) 的 导数 。 

教材 上 对 此 是 这 样 处 理 的 : 


Ay 一 ar+e 一 az 一 az(as 一 1)， 


Ay_ 1. 4 一 1 
Az 一 mn 。 


y 一 lim 
Ar0 
现 令 (a 一 1)=1, 则 Ax==logs (1 十 四 ;又 , 当 Az->0 时 ,At>0, 于 是 就 有 ， 


i 1 1 
im Ax =lim pgatiTs™ limloga(1 十 0+ loge 


一 lna。 


因此 y 一 azlna。 

对 上 述 过 程 进 行 分 析 , 容 易 看 出 ,其 中 的 关键 一 步 在 于 引进 了 :=a 信 一 1 这 样 一 
个 辅助 函数 。 但 这 一 步 是 怎样 想 出 来 的 呢 ? 我 们 又 怎样 才能 使 其 对 于 学 生来 说 成 
为 "可 以 理解 的 "和 “可 以 学 到 手 的 ? 昵 ? 

在 实际 教学 中 ,笔者 是 这 样 做 的 : 


各 ”一 - ] Ay_ 
得 出 y lim Az 


忘记 ”应 当 如 何 引 进 z 
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这 个 新 的 变量 ,这 样 ,面前 的 问题 就 成 了 一 个 真正 的 挑战 ! 而 且 , 教 师 最 初 的 两 次 尝 


Ah 


师 将 如 何 处 理 这 一 难题 
这 时 ,教师 放弃 了 盲目 追随 教材 的 作法 ,而 是 开始 了 “新 ”的 思考 :“ 让 我 们 来 看 
一 下 什么 是 已 经 解决 了 的 ,特别 是 ,什么 与 目前 所 面临 的 问题 是 密切 相关 的 。” 
“显然 ,这 时 容易 想到 以 下 的 事实 : 


对 数 函 数 的 导数 (logor)' 一 二 。logo*， 


因为 ,指数 函数 可 看 成 对 数 函 数 的 反 函 数 。 

正 是 通过 这 样 的 分 析 ,教师 提出 了 这 样 的 想法 :我 们 能 否 暂时 “放弃 ?眼前 的 问 
题 ,而 从 更 为 一 般 的 角度 去 考虑 以 下 的 问题 ; “已 知 一 个 函数 的 导数 ,如 何 去 求 得 它 
的 反 晴 数 的 导数 ?”” 

显然 ,从 纯 形 式 的 角度 看 ,这 一 问题 是 容易 解决 的 , 即 有 : 反 函 数 的 导数 等 于 直 
接 沙 数 的 导数 的 倒数 。 

进而 ,将 上 述 的 一 般 性 结论 应 用 于 指数 函数 这 一 “特例 ”, 我 们 也 就 可 以 立即 获 
得 以 下 的 结果 : 


这 样 , 原 来 的 问题 就 获得 了 解决 。 

笔者 看 来 ,尽管 以 上 的 作法 脱离 了 教材 ,甚至 也 违背 了 教材 的 “逻辑 顺序 ,但 却 
使 学 生 看 到 了 真正 的 数学 活动 ,特别 是 ,以 上 的 解 题 活动 对 于 学 生 深刻 领会 “一 般 化 
方法 ”是 十 分 有 益 的 。 这 也 就 如 希 尔 伯 特 所 指出 的 , “在 解决 一 个 数学 问题 时 ,如 果 
我 们 没有 获得 成 功 ,原因 常常 在 于 我 们 没有 认识 到 更 一 般 的 观点 , 即 眼 下 要 解决 的 
问题 不 过 是 一 连 串 有 关 问 题 中 的 一 个 环节 ”。 

例 7〗 以 下 的 例子 是 由 张 景 中 院士 提供 的 ,而 且 , 与 前 面 的 各 个 实例 一 样 , 这 
一 例子 也 直接 源 于 改进 教学 的 思考 , 即 为 了 帮助 学 生 更 好 地 理解 与 记忆 “和 角 公 式 ”， 

sin(a 十 及 一 sinacos8 十 cosasinp。 

如 图 7-23, 记 BAD 为 wa, DAC 为 8B,AD=m, 并 
设 AD|BC. 

由 平面 几何 的 相关 知识 可 以 知道 ;Saspp 二 cmsina， 
SAavc =bmsing, Sangc 一 pcsin(a 十 D) 。 

由 于 SAasc 一 SAasp 十 Sananc， 

代入 就 有 pcsin(a 十 了 一 cmsina 十 pmrsinp。 


两 边 同 除 以 bc 可 得 :sin(a 十 内 一 站 sina 十 宇 sinb， 
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即 sin(a 十 人 7 二 sinacosB 十 cosasinB。 

显然 ,由 这 一 例子 我 们 也 就 可 以 更 好 地 体会 张 景 中 院士 所 大 力 倡导 的 “面积 法 
《等 积 法 )” 的 力量 (本 节 例 4 所 给 出 的 后 一 种 解法 事实 上 也 可 看 成 “面积 法 ”的 又 一 实 
例 。 对 此 可 见 张 景 中 ,平面 几何 新 路 》, 四 川 教育 出 版 社 ,1994)。 值 得 指出 的 是 , 尽 
管 笔 者 并 不 十 分 了 解 张 景 中 院士 产 出 相关 想法 的 真实 思想 过 程 ,但 是 我 们 也 可 通过 
“方法 论 重建 ”清楚 地 指明 这 一 想法 的 合理 性 。 

【 例 8】 具体 地 说 ,正如 人 们 所 熟知 的 ,在 学 习 平 面 几何 的 初期 ,三 角形 的 全 等 
可 以 被 看 成 求解 各 个 相关 问题 的 一 个 重要 工具 ,因为 ,依据 三 角形 全 等 的 判定 法 则 ， 
我 们 只 需 依 据 两 个 三 角形 中 有 三 组 对 应 元 素 ( 其 中 至 少 一 边 ) 分 别 相等 ,就 可 立即 判 
定 这 两 个 三 角形 是 全 等 的 ,从 而 也 就 由 其 中 一 个 三 角形 的 各 个 已 知 元 素 去 求 得 另 一 
三 角形 中 的 对 应 元 素 。 

但 是 ,由 于 三 角形 的 全 等 是 一 个 很 强 的 要 求 ,上 述 的 方法 在 很 多 情况 下 就 并 不 
适用 。 因 此 ,我 们 自然 也 就 会 想到 :能 否 对 这 一 方法 适当 地 加 以 减弱 ,从 而 就 可 在 更 
多 的 场合 加 以 应 用 ? 

众所周知 ,就 通行 的 教材 而 言 ,其 中 所 普遍 采取 的 即 是 由 三 角形 的 全 等 过 渡 到 
了 三 角形 的 相似 ,这 样 三 角形 的 相似 就 逐渐 取代 三 角形 的 全 等 而 成 为 了 一 种 更 为 有 
效 的 解 题 工具 ;但 是 ,由 于 图 形 的 全 等 即 可 被 理解 为 “面积 相等 ”加 上 “形状 相似 ”, 上 
述 的 发 展 则 是 完全 放弃 了 “面积 相等 ”的 要 求 而 惟一 集中 于 “形状 相似 ”的 考虑 , 因 
此 ,从 纯 逻 辑 的 角度 去 分 析 ,我 们 在 此 也 就 可 以 .而 且 应 当 积 极地 去 探索 另外 一 种 可 
能 性 , 即 完全 放弃 “形状 相似 ?的 要 求 而 惟一 集中 于 “面积 相等 ”的 考虑 : 

,| 形状 相似 一 一 相似 法 ” 

侈 等 形 | 面积 相等 一 “面积 法 (等 积 法 )” 

显然 ,从 这 样 的 角度 去 分 析 , 面 积 法 的 产生 也 就 十 分 自然 了 。 进 而 ,我 们 在 此 可 
以 立即 得 出 这 样 的 猜想 :有 很 多 传统 的 平面 几何 难题 用 “面积 法 ”去 求解 可 能 会 变 得 
十 分 容易 (更 为 广义 地 说 , 例 7 也 就 可 以 被 看 成 这 样 的 一 个 例子 ); 当然 ,也 会 有 这 样 
一 些 问 题 ,用 “面积 法 ”去 求解 可 能 不 很 容易 但 用 相似 形 去 求解 则 就 容易 得 多 。 从 
而 ,总 的 来 说 ,在 “相似 法 ”与 “面积 法 ”之 间 也 就 可 以 被 认为 存在 有 相互 补充 的 关系 。 

综 上 所 述 ,只 要 我 们 把 数学 方法 论 在 教学 中 的 应 用 真正 看 成 创造 性 的 工作 ,并 
切实 做 到 “化 难为 易 “ 化 神奇 为 平凡 ”, 数 学 方法 论 就 的 确 可 以 帮助 我 们 极 大 地 改善 
自己 的 教学 工作 , 那 种 关于 强调 数学 思维 方法 是 否 会 影响 数学 知识 和 技能 的 教学 的 
担心 也 是 完全 不 必要 的 。 

最 后 ,还 应 强调 的 是 ,从 更 为 深入 的 层次 看 ,能 否 自 觉 地 以 数学 方法 论 去 指导 具 
体 数学 知识 内 容 的 教学 并 就 关系 到 了 数学 教育 的 根本 目标 。 这 就 是 指 , 相 对 于 具体 
数学 知识 内 容 的 学 习 而 言 ,思维 的 训练 应 当 说 更 为 重要 ,从 而 ,我 们 也 就 应 当 把 帮助 
学 生 学 会 数学 地 思维 作为 数学 教育 最 为 重要 的 目标 之 一 。 
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也 正 是 基于 这 样 的 认识 ,笔者 愿意 引用 “国际 数学 教育 委员 会 (ICMD 研究 丛书 ” 
之 一 《数学 与 认 知 ) 这 一 著作 中 的 两 段 话 作为 这 一 部 分 的 结束 ,因为 ,尽管 这 两 段 话 
并 不 完全 局 限于 数学 方法 论 的 范围 ,而 是 涉及 所 谓 的 “数学 行为 ”, 也 即 数 学 家 的 各 
种 具体 活动 "但 其 基本 的 主张 显然 是 与 我 们 完全 一 致 的 : 

“这 些 工作 所 涉及 的 …… 是 如 何 像 数学 家 那样 去 工作 …… 如 何 构 造 一 个 证 明 或 
反例 ,如 何 选择 一 个 一 般 性 的 例子 ,如 何 使 定义 精确 化 ,等 等 ,这 些 诀窍 并 不 是 任何 
课程 的 明显 内 容 , 但 如 果 对 它们 缺乏 认识 与 理解 ,学 生 便 注 定 只 能 低层 次 地 模仿 教 


“人 们 普遍 地 认识 到 诸如 形象 化 . 解 题 策略 和 各 种 表征 之 间 的 关系 等 论题 有 一 
年 的 问题 ,而 造成 这 种 现象 的 原因 就 在 于 它们 一 直 被 认为 是 可 以 自动 地 学 会 的 ,但 
我 们 现在 知道 ,在 教学 和 学 习 的 过 程 中 必须 明确 地 对 此 予以 注意 。 对 于 这 些 应 当 明 
确 地 去 教 ,但 又 不 是 作为 一 个 单独 的 课题 ,而 是 渗透 于 整个 课程 之 中 ,也 即 渗透 于 各 
个 课题 之 中 。” 


第 二 节 ”努力 培养 学 生 提出 问题 的 能 力 


第 6 章 中 已 经 提 及 ,“ 问 题解 决 ”这 一 国际 性 的 数学 教育 改革 运动 的 一 个 明显 不 
足 之 处 ,就 是 惟一 地 集中 于 如 何 去 求 解 所 面 对 的 问题 ,而 未 能 对 “问题 提出 予以 同 
样 的 重视 。 以 下 就 联系 素质 教育 特别 是 学 生 创 新 意识 的 培养 对 努力 培养 学 生 提出 
问题 能 力 的 重要 性 作出 进一步 的 分 析 ; 另外 ,在 这 一 节 中 我 们 还 将 对 国外 的 一 些 相 
关 研 究 作 出 简要 ; 
后 ,我 们 还 将 通过 两 个 教学 实例 对 如 何在 这 一 方面 更 好 地 做 到 方法 论 的 学 习 和 研究 
与 实际 教学 活动 的 密切 结合 作出 具体 说 明 。 


、, 创 新 与 数学 教育 


ar 


以 下 是 几 年 前 在 中 国 和 美国 部 分 省 区 间 进 行 的 一 项 比较 研究 的 一 道 试题 ,有 兴 
趣 的 读者 不 妨 试 一 试 .@ 
试 就 图 7 - 24 所 示 的 情景 提出 三 个 数学 问题 ,要 求 一 个 较为 容易 ,一 个 较 难 , 另 
一 个 则 难度 适中 。 
怎么 样 ? 你 是 否 已 经 顺利 地 解决 了 这 一 问题 ”共用 了 多 少时 间 ? 
如 果 你 做 得 不 很 顺利 的 话 , 那 就 一 定 会 对 以 下 的 事实 感到 大 吃 一 惊 :这 事实 上 


@ ”这 一 材料 是 由 贵州 师范 大 学 吕 传 汉 副 校 长 向 笔者 提供 的 ,特此 表示 诚挚 的 谢意 。 
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; ”数学 方法 论 入 门 
由 pA AptAAim did 


是 对 小 学 四 年 级 学 生 所 作 的 一 次 测试 。 具 体 地 说 ,这 次 测试 共 包括 两 个 部 分 :第 一 
部 分 要 求学 生 按 照 所 给 出 的 情景 (共有 三 个 情景 ,图 7 - 24 是 其 中 之 一 ) 分 别提 出 易 、 
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中 、 难 三 个 数学 问题 ,但 不 需要 求解 ;第 二 部 分 则 要 求学 生 实际 地 求解 试卷 中 根据 特 
定 情 景 所 已 直接 给 出 的 两 个 数学 问题 。 结 果 表 明 ,美国 学 生 普遍 地 感到 第 二 部 分 难 
于 第 一 部 分 ;对 于 中 国学 生来 说 却 是 相反 的 情况 ,第 二 部 分 对 他 们 来 说 似乎 没有 任 
何 困难 ,但 面 对 第 一 部 分 试题 他 们 却 显 得 完全 不 知 所 措 。 试 验 者 事后 又 对 中 国 的 中 
学 生 、 其 至 是 大 学 生 进 行 了 同样 的 测试 ,结果 也 出 现 了 同样 的 情况 。 

由 此 可 见 , 中 国学 生 与 美国 学 生 相 比 , 中 国学 生 较 缺乏 提出 问题 的 能 力 。 

但 是 ,难道 我 们 在 此 不 也 可 以 说 中 国学 生 比 美国 学 生 具 有 更 强 的 解决 问题 的 能 
力 吗 ? 对 于 后 一 结论 我 们 暂且 不 作 定 论 , 而 只 是 想 重复 这 样 一 点 :与 解决 问题 的 能 
力 相 比 , 提 出 问题 的 能 力 即 使 不 说 更 为 重要 ,至 少 也 是 同样 重要 的 。 另 外 ,又 如 第 6 
章 中 已 提 及 的 ,这 事实 上 也 就 是 波 利 亚 的 数学 启发 法 研究 的 一 个 明显 弱点 , 即 只 是 
注意 了 “问题 解决 ”而 未 能 给 予 “ 问 题 提 出 ”同样 的 重视 一 一 更 为 广泛 地 说 ,这 也 正 
是 “问题 解决 "这 一 曾 在 20 世纪 80 年 代 风靡 全 球 的 数学 教育 改革 运动 的 一 个 不 足 
之 处 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 间 题 ,在 此 还 可 联系 数学 教育 由 “应 试 教育 "向 “素质 教育 ”的 
转变 对 于 培养 学 生 提 出 问题 能 力 的 重要 性 作出 进一步 的 分 析 。 

众所周知 ,我 国 的 教育 事业 现 正 经 历 着 由 “应 试 教育 ”向 “素质 教育 ”的 重要 转 
变 , 而 学 生 创新 精神 (以 及 实践 能 力 ) 的 培养 则 就 构成 了 素质 教育 的 重点 。 但 是 ,我 
们 又 应 如 何 去 理解 所 说 的 “创新 精神 ” 呢 ? 或 者 说 ,究竟 什么 是 “创新 精神 ”的 主要 内 
涵 呢 ? 

鉴于 本 书 的 论题 ,我 们 在 此 不 可 能 对 后 一 问题 作出 全 面 的 分 析 , 但 是 前 面 的 分 析 
显然 已经 表明 :对 于 所 说 的 “创新 我们 不 能 惟一 地 理解 成 < 问题 解决 ", 不 然 的 话 , 就 会 
造成 十 分 严重 的 后 果 。 例 如 ,如 果 认 为 “从 本 质 上 说 ,创造 就 是 困难 问题 的 解决 过 程 ”， 
在 教学 (包括 考核 ) 中 我 们 就 必然 地 会 突出 强调 问题 的 “新 颖 性 ", 如 在 高 考 中 “创设 一 定 
数量 的 新 颖 情境 的 试题 ”, 努 力 “开发 新 的 题 型 ”, 等 等 。 但 是 ,后 一 种 做 法 显然 也 是 与 
“应 试 教育 ”彼此 相 容 的 ,从 而 ,在 现实 中 这 一 作法 就 十 分 容易 导致 这 样 的 倾向 , 即 是 将 
学 生 “ 创 新 精神 ”的 培养 简单 地 等 同 于 如 何在 教学 中 积极 去 设置 各 种 “新 颖 ”的 问题 , 另 
外 ,就 考核 而 言 , 则 就 更 加 容易 造成 “ 题 海战 术 ” 的 进一步 升级 与 扩展 。 
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显然 ,上 述 分 析 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 正确 理解 “创新 精神 ”的 重要 性 ,特别 是 ， 
与 惟一 强调 问题 的 “新 颖 性 ? 相 比 , 我 们 应 当 更 加 突出 学 生 在 学 习 活动 中 的 “自主 性 ” 
和 思维 的 “开放 性 ”。 另 外 ,也 正 是 从 这 样 的 角度 去 分 析 , 笔 者 认为 , 题 型 的 改变 ( 特 
别 是 ,“ 开 放 题 ”的 引进 ) 就 不 能 被 看 成 培养 学 生 创 新 精神 的 惟一 途径 , 姓 宁 说 ,这 里 
的 关键 仍然 在 于 如 何 彻底 地 去 改变 学 生 在 学 习 过 程 中 的 被 动 状态 ,并 能 更 为 积极 、 
主动 地 去 进行 学 习 。 

特殊 地 ,由 于 提出 问题 的 能 力 集中 地 体现 了 学 生 的 主动 探索 精神 与 思维 的 开放 
性 ,因此 ,从 这 样 的 意义 上 说 ,努力 培养 学 生 提 出 问题 的 能 力 正 是 素质 教育 .特别 是 
培养 学 生 创 新 精神 的 必然 要 求 。 


二 、 提 出 问题 的 策略 


提出 问题 的 策略 ”由 于 人 们 现 已 较为 普遍 地 认识 到 了 “问题 提出 ”的 重要 性 , 因 
此 ,就 如 波 利 亚 关 于 解 题 策略 的 研究 ,一 些 研究 者 也 从 方法 论 的 角度 对 于 “提出 问题 
的 策略 ”进行 了 积极 的 研究 。 以 下 就 是 美国 学 者 S. 布朗 与 M. 沃尔特 在 其 合作 的 一 
部 专著 《提出 问题 的 艺术 》 中 所 给 出 的 一 种 策略 。 

具体 地 说 ,布朗 与 沃尔特 提出 ,以 下 的 一 些 法 则 则 被 看 成 提出 问题 的 一 般 性 
策略 : 

第 一 ,确定 出 发 点 ,这 可 以 是 已 知 的 命题 .问题 或 概念 等 ; 

第 二 ,对 所 确定 的 对 象 进行 分 析 , 列 举 出 它 的 各 个 “属性 ”; 

第 三 ,就 所 列举 的 每 一 “属性 ”进行 思考 ; “如果 这 一 属性’ 不 是 这 样 的 话 , 那 它 
可 能 是 什么 ?” 

第 四 ,依据 上 述 对 于 各 种 可 能 性 的 分 析 提出 新 的 问题 ; 

第 五 ,对 所 提出 的 新 闻 题 进行 选择 。 

由 于 上 述 的 第 三 步 可 以 被 看 成 这 一 策略 的 核心 所 在 , 即 就 对 象 的 各 个 “属性 ” 具 
体 地 去 考虑 :如果 它 不 是 这 样 的 话 , 那 又 可 能 是 什么 ?” 因 此 , 这 一 方法 就 被 称 为 “ 否 
定 假设 法 ”(“What if not…… ”) 。 

以 下 就 通过 一 个 实例 来 对 “否定 假设 法 ”作出 具体 说 明 。 

【 例 1】 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 勾 股 定理 ) 是 人 们 十 分 熟悉 的 ,我 们 就 以 其 作为 出 发 
点 来 提出 新 问题 一 一 这 就 是 上 述 过 程 中 的 第 一 步 。 

对 于 所 说 的 第 二 步 和 第 三 步 可 以 同时 实行 如 下 ， 

“属性 一 ”: 这 是 一 个 定理 。 试 问 :如 果 这 一 命题 不 是 定理 , 那 它 可 能 是 什么 ? 

例如 ,在 此 即 可 举 出 以 下 的 一 些 可 能 性 ， 

(1.1) 这 是 一 个 定义 ; 

(1.2) 这 是 一 个 公理 ; 
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(1. 3) 这 一 命题 可 能 为 假 , 即 a 十 广 关 ec? 。 
“属性 二 ”: 这 一 定理 所 涉及 的 是 三 角形 三 条 边 的 长 度 。 试 问 : 如 果 它 所 涉及 的 


不 是 三 角形 三 条 边 的 长 度 , 则 又 可 能 是 什么 ? 


角 三 


例如 ,在 此 即 可 列举 出 以 下 的 一 些 可 能 性 : 
(2. 1) 可 以 讨论 边 长 的 一 半 ; 

(2.2) 可 以 讨论 三 边 的 各 种 投影 ; 

(2. 3) 可 以 讨论 三 边 的 方向 。 
“属性 三 ”: 这 一 定理 所 涉及 的 是 一 个 直角 三 角形 。 试 问 :如 果 所 涉及 的 不 是 直 
角形 , 则 还 可 能 是 什么 ? 

在 此 即 有 : 

(3. 1) 可 以 是 锐角 三 角形 ， 

(3.2) 可 以 是 钝 角 三 角形 ; 

(3. 3) 可 以 是 其 他 图 形 ,如 正四 边 形 。 

“属性 四 ”; 这 一 定理 所 涉及 的 是 面积 。 试问: 如 果 不 是 面积 , 则 又 可 能 是 什么 ? 
例如 ,在 此 显然 有 : 

(4. 1) 可 以 考虑 体积 ; 

(4.2) 可 以 考虑 其 他 更 高 (或 更 低 的 ) 维 数 。 ， 

“属性 五 >: 这 一 定理 所 涉及 的 是 边 上 的 正方 形 。 试 问 : 如 果 不 是 正方 形 , 则 有 什 


么 可 能 性 ? 


例如 ,在 此 显然 有 : 

(5.1) 可 以 考虑 边 上 的 矩形 ; 

《5. 2) 可 以 考虑 边 上 的 正三 角形 ; 

《5. 3) 可 以 考虑 边 上 的 正 多 边 形 ; 

(5.4) 可 以 考虑 边 上 的 其 他 图 形 。 

“属性 六 ”; 毕 达 哥 拉 斯 定理 所 涉及 的 是 三 个 变量 。 如 果 不 是 三 个 变量 , 则 有 什 


么 样 的 可 能 性 ? 


以 下 就 是 一 些 新 的 可 能 性 : 

(6.1) 可 以 考虑 四 个 变量 , 即 如 a 十 ==c? 十 qd?，; 

(6. 2) 可 以 假设 只 有 两 个 变量 , 即 如 怪 一刀 ; 

(6. 3) 可 以 假设 有 三 个 变量 和 一 个 常量 , 即 如 a 十 b==e? 十; 

(6.4) 可 以 假设 有 两 个 变量 和 一 个 常量 , 即 如 a? 十 二 n。 

“属性 七 "; 定 理 中 的 变量 是 用 等 号 连结 起 来 的 。 如 果 不 是 等 号 , 则 有 什么 样 的 


可 能 性 ? 
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以 下 是 一 些 新 的 可 能 性 ， 
(7. 1) 变量 是 用 不 等 号 >>” 连结 起 来 的 , 即 有 a? 十 b? >c?; 


(7. 2) 变量 是 用 不 等 号 <” 连结 起 来 的 , 即 有 a? 十 P<<c; 

(7. 3) 变量 是 用 不 等 号 “之 ”连结 起 来 的 , 即 有 a 十 久之 0 ; 

(7.4) 变量 是 用 除 号 连结 起 来 的 , 即 如 (4? 十?) 可 以 被 所 整除 ; 

(7.5) 4 十 好 与 c 互 质 ; 

(7. 6) a 十 Bb 与 c 相差 一 个 常数 。 

“属性 八 ”: 定理 中 有 一 个 加 号 。 试 问 :还 有 什么 可 能 性 ? 

以 下 就 是 一 些 新 的 可 能 性 : 

(8.1) a —b=c?; 

(8.2) qa? b=; 

(8.3) (a)*=e?; 

(8. 4) 0 。 

“属性 九 ” :定理 中 的 指数 都 是 平方 。 以 下 则 是 一 些 新 的 可 能 性 : 

(9. 1) as 十 下 一 c3; 

(9. 2) a + =c; 

(9. 3) a +b’ =c’, 

“属性 十 ”: 定 理 中 的 指数 都 是 正 整数 。 以 下 就 是 一 些 新 的 可 能 性 ， 

(10. 1) al + 她 二 必 ， 

(10. 2) a-1 十 0 一 c 1; 

(10. 3) a2 十 三 一 cj 。 

“属性 十 一 ” :定理 中 所 有 的 指数 都 是 相等 的 。 以 下 则 是 一 些 新 的 可 能 性 ， 

(11. 1) a 十 刀 一 c2; 

(11. 2) 对 十 好 一 c3 

(11. 3) a =cs; 

(11. 4) w2 十 好 一 c。 

进而 ,针对 以 上 所 列举 出 的 各 种 情况 ,我 们 显然 又 可 提出 各 种 可 能 的 问题 一 
这 就 是 上 述 的 步骤 四 。 

例如 ,针对 以 下 的 关系 式 : 

(7.1) a:+b>e’, 

我 们 就 可 提出 这 样 一 些 可 能 的 问题 ， 

(1) 这 一 关系 式 是 否 具有 几何 意义 ? 

(2) 对 于 哪些 自然 数 这 一 关系 式 为 真 ? 

(3) 对 于 哪些 自然 数 @ 十 与 c: 相差 一 个 确定 的 常数 ,例如 1? 

(4) 十 >>c? 的 图 象 是 什么 ? 

一 般 地 说 ,作为 问题 的 可 能 类 型 《提出 问题 的 艺术 》 中 给 出 了 如 下 的 “问题 表 ”; 
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这 是 否 是 一 个 公式 ? 

这 个 公式 有 什么 用 ? 

这 一 公式 何 时 为 真 ? 何 时 为 假 ? 
它 的 最 大 值 是 什么 ? 

它 的 最 小 值 是 什么 ? 

解答 的 范围 是 什么 ? 

其 中 是 否 存 在 某 种 模式 ? 

是 否 有 反例 存在 ? 

能 否 对 此 加 以 推广 ? 

这 是 否 存在 ? 

这 是 否 有 解 ? 

你 能 否 求 得 解答 ? 

能 否 对 其 中 的 信息 加 以 压缩 ? 
你 能 否 制 成 一 个 表 ? 

你 能 否 对 此 进行 证 明 ? 

它 是 否 为 常数 ? 

其 中 何者 为 常数 ,何者 为 变数 ? 
它 是 否 依赖 于 某 个 变量 ? 

是 否 存在 极端 的 情况 ? 

它 的 范围 是 什么 ? 

是 否 存 在 某 种 统一 的 结论 ? 

这 是 否 相关 ? 

我 们 是 否 不 自觉 地 加 上 了 某 种 限制 ? 
什么 时 候 这 是 相关 的 ? 

它 提示 了 什么 ? 

在 发 现 “ 毛 病 ” 时 应 当 如 何 去 进 行 补救 ? 
如 何 从 几何 的 角度 去 进行 分 析 ? 
如 何 从 代数 的 角度 去 进行 分 析 ? 
如 何 从 分 析 的 角度 去 进行 研究 ? 
其 中 包含 什么 样 的 共同 点 ? 
为 了 证 明 它 ,应 当做 什么 ? 

其 中 的 关键 是 什么 ? 

其 中 关键 性 的 制约 条 件 是 什么 ? 
通过 考察 具体 的 数据 能 得 到 什么 启示 ? 
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它 与 其 他 的 公式 (问题 等 ) 有 什么 联系 ? 

综 上 所 述 ,利用 “否定 假设 法 ?我 们 就 可 引出 大 量 的 新 问题 ,特别 是 这 一 方法 的 
应 用 不 应 被 看 成 一 次 就 可 得 以 完成 的 简单 过 程 , 姓 宁 说 ,在 此 存在 有 不 断 深化 和 发 
展 的 可 能 性 ,因为 ,在 获得 了 若干 新 问题 以 后 ,我 们 显然 又 可 以 这 些 新 间 题 作为 出 发 
点 并 下 次 应 用 “否定 假设 法 ”去 引出 更 多 的 新 间 题 ,而 这 一 过 程 可 以 无 限制 地 继续 
下 去 。 

也 正 因为 此 ,在 应 用 “否定 假设 法 ”去 引出 新 间 题 时 ,我 们 就 应 当 特 别 重 视 对 于 
各 个 可 能 的 新 间 题 的 评价 和 选择 一 一 这 正 是 上 述 的 步骤 五 。 或 者 说 ,这 就 应 被 看 成 
提出 问题 能 力 的 一 个 重要 内 涵 : 我 们 在 此 所 需要 的 并 不 是 无 一 遗漏 地 去 列举 出 各 种 
可 能 的 新 的 问题 (由 以 上 的 分 析 可 以 看 出 ,后 一 目标 也 是 不 可 能 实际 达成 的 ), 而 是 
如 何 能 够 提出 好 的 有 价值 的 问题 。 

“好 的 问题 的 标准 ”但 是 ,究竟 什么 是 所 说 的 “好 的 ,有 价值 的 问题 " 呢 ? 从 教 
育 的 角度 看 ,对 于 相应 的 标准 可 以 大 致 归结 如 下 : 

第 一 ,具有 较 强 的 探究 性 。 这 也 就 如 波 利 亚 所 指出 的 :“ 我 们 这 里 所 指 的 问题 ， 
不 仅 是 寻常 的 ,它们 还 要 求人 们 具有 某 种 程度 的 独立 见解 ,判断 力 、 能 动 性 和 创造 
精神 。” 

当然 ,这 里 所 说 的 “探究 性 ”又 应 是 与 学 生 实 际 水 平 相 适应 的 。 这 也 就 是 说 ,一 
个 好 的 问题 尽管 有 一 定 的 难度 ,但 是 ,对 于 大 多 数学 生来 说 这 又 并 非 是 “高 不 可 及 
的 ”。 

也 正 是 基于 这 样 的 认识 ,一 些 学 者 提出 ,一 个 好 的 问题 应 是 (学 生 )“ 力 所 能 及 
的 ”。 

第 二 ,具有 一 定 的 启示 意义 。 这 也 就 是 说 ,好 的 问题 应 当 有 利于 学 生 掌 握 相关 
的 数学 知识 和 思想 方法 。 

显然 ,按照 这 一 标准 ,我 们 在 教学 中 就 应 明确 反对 各 种 所 谓 的 “人 怪 题 ”“ 偏 题 ”, 包 
括 在 课堂 上 提出 一 些 十 分 “做 作 ” 的 问题 ,以 及 花费 很 大 的 力量 去 求解 那些 需要 用 到 
某 些 并 不 具有 普遍 意义 的 怪 招 的 问题 ,等 等 。 

更 为 一 般 地 说 ,这 事实 上 直接 涉及 “问题 解决 ”与 数学 基础 知识 与 基本 技能 的 学 
习 这 两 者 之 间 的 关系 ,正如 第 6 章 中 所 已 指明 的 ,我 们 既 不 应 以 “问题 解决 ”去 取代 基 
础 知识 和 基本 技能 的 教学 ,也 不 应 完全 脱离 具体 的 教学 内 容 去 进行 数学 方法 论 的 教 
学 。 恰 恰 相 反 ,我 们 应 以 思想 方法 的 分 析 带 动 具体 数学 知识 内 容 的 教学 ,并 真正 促 
进 学 生 对 于 数学 基础 知识 和 基本 技能 的 掌握 。 

第 三 ,具有 多 种 不 同 的 解法 ,甚至 多 种 可 能 的 解答 。 

更 为 一 般 地 说 ,这 也 就 是 指 , 一 个 好 的 问题 应 当 具 有 较 大 的 “开放 性 ”, 而 又 正如 
人 们 所 已 普遍 认识 到 了 的 ,这 对 于 培养 学 生 的 创新 精神 是 十 分 有 益 的 。 

第 四 ,具有 一 定 的 发 展 余 地 。 这 就 是 说 ,由 好 的 问题 可 以 引出 新 的 问题 和 进 一 
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步 的 思考 。 

显然 ,这 事实 上 也 就 可 以 被 看 成 前 述 关 于 “问题 提出 ”重要 性 的 一 个 直接 结论 。 

第 五 ,具有 一 定 的 现实 意义 ,或 与 学 生 的 实际 生活 有 着 直接 的 联系 ,从 而 就 可 使 
学 生 感到 数学 是 一 种 有 意义 的 活动 ,也 即 能 够 更 为 清楚 地 认识 数学 的 价值 。 

第 六 ,考虑 到 合作 学 习 这 一 学 习 形 式 应 当 得 到 更 多 的 重视 和 提倡 ,一 个 好 的 问 
题 就 应 鼓励 .促进 同学 之 间 的 合作 。 

值得 指出 的 是 ,这 一 标准 事实 上 也 就 直接 关系 到 了 现代 教育 的 一 项 基本 目标 ， 
因为 ,这 正 是 社会 对 于 未 来 成 员 的 一 个 基本 要 求 , 即 应 学 会 与 别人 相处 ,特别 是 能 够 
容忍 不 同 的 意见 ,并 能 欣赏 别人 ,从 而 就 能 够 通过 积极 的 互动 不 断 地 取得 新 的 进步 。 

第 七 ,问题 的 表述 应 当 简单 易 懂 。 这 也 就 如 著名 数学 家 希 尔 伯 特 所 指出 的 ,“ 这 
里 对 数学 理论 所 坚持 的 清晰 性 和 易 懂 性 ,我 想 更 应 以 此 作为 一 个 堪 称 完善 的 数学 问 
题 的 要 求 ”。 

当然 ,从 教育 的 角度 看 ,我 们 在 此 又 应 特别 注意 从 学 生 的 角度 去 进行 分 析 , 即 应 
当 融 人 学 生 的 生活 语言 .他 们 所 熟悉 的 生活 现象 和 事物 等 。 

应 当 强调 的 是 ,以 上 所 列举 的 七 条 标准 显然 不 可 能 在 每 一 个 问题 中 都 得 到 充分 
的 体现 另外 ,从 更 高 的 层次 去 分 析 , 所谓 问题 的 “好 ”与 “ 坏 ” 事 实 上 也 只 具有 相对 
的 意义 , 即 是 因 人 、 因 时 、 因 地 而 异 的 (也 正 因 如 此 ,一 些 学 者 提出 了 “问题 的 美学 ”这 
样 一 个 概念 。 对 此 可 和 参见 第 3 章 中 的 相关 论述 )。 但 是 ,以 上 所 列举 的 各 条 标准 毕竟 
又 体现 了 努力 的 方向 。 

”以 下 再 给 出 这 方面 的 一 个 具体 例子 。 , 

【 例 2】 在 一 个 游戏 中 ,参与 者 被 要 求 向 一 个 类 似 于 (国际 ) 象 棋 棋 盘 的 方 格 盘 
投掷 硬币 。 如 果 钱 币 接触 到 了 某 一 方 格 的 边界 ,游戏 者 就 输 了 ;如 果 钱 币 滚 出 棋盘 ， 
游戏 重新 开始 ,如 果 钱 币 完全 落 在 某 个 方 格 的 内 部 ,就 是 游戏 者 获胜 。 现 问 : 在 这 一 
游戏 中 获胜 的 几率 有 多 大 (图 7- 25)? 

容易 看 出 ,这 一 问题 具有 以 下 一 些 特点 : 

(1) 这 是 一 个 具有 真实 意义 的 问题 ,也 即 是 与 学 生 的 实际 生活 直接 相 联系 的 。 

(2) 为 了 解决 这 一 问题 需要 综合 应 用 源 自 不 同 数学 分 支 的 概念 与 方法 ,包括 概 
率 、 几 何 、 解 析 几 何等 。 

(3) 这 一 问题 具有 多 种 不 同 的 解决 方法 ,包括 采用 实验 方法 和 用 计算 机 进行 
模拟 。 

(4) 从 这 一 问题 可 以 引出 很 多 有 趣 的 问题 和 有 益 的 方法 。 
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图 7- 25 图 7- 26 图 7- 27 
例如 ,一群 八 年 级 的 学 生 在 求解 这 一 问题 时 首先 采取 了 特殊 化 的 方法 , 即 具体 
地 考察 了 硬币 的 半径 为 3 厘米 . 方 格 的 边 长 为 10 厘米 的 情况 (如 图 7 - 26)。 这 时 为 
了 取胜 ,钱币 的 中 心 必须 至 少 距 方 格 的 每 一 条 边 3 厘米 。 从 而 ,对 于 每 一 个 方 格 我 们 
就 都 可 作出 “取胜 区 ”和 “失败 区 ”的 划分 (图 7 - 27) ;进而 ,通过 两 者 面积 的 计算 ,我 


们 就 可 得 知 :在 所 说 的 情况 下 获胜 的 几率 为 C0 一 <3 一 在， 


其 次 ,通过 一 般 化 ,我 们 就 可 获得 如 下 的 普遍 结 论 , 设 钱币 的 半径 为 R, 方 格 的 边 
长 为 S, 在 这 种 情况 下 ， 取胜 的 几率 为 (SER 

进而 ,作为 进 一 TT 了 这 样 的 问题 :为 了 使 这 一 游戏 
成 为 “公正 的 "(取胜 和 失败 的 几率 都 为 方 ) ,所 采用 的 硬币 的 半径 应 是 多 少 ? 


通过 求解 以 下 的 方程 
(S—2R)? _ 1 
S?. 2 

学 生 们 得 出 了 这 样 的 结论 :这 时 钱币 的 半径 应 为 1. 46 厘米 。 

为 了 检验 上 述 结 论 的 正确 性 ,学 生 们 分 别 用 实验 和 计算 机 模拟 对 此 进行 了 验证 。 

最 后 ,学 生 们 又 提出 了 更 多 的 新 的 问题 ,诸如 ， 

假设 方 格 盘 上 的 格子 交替 地 涂 成 红色 和 白色 ,又 只 有 落 人 红色 的 格子 之 内 才能 
算 获 胜 ,这 时 取胜 的 几率 是 多 少 ? 

假设 “棋盘 ?是 由 正六 边 形 而 不 是 由 正方 形 组 成 的 ,六 边 形 的 边 长 为 20 厘米 , 硬 
币 的 半径 为 7 厘米 ,这 时 取胜 的 几率 有 多 大 ? 

如 果 采 用 的 钱币 的 半径 为 10 厘米 ,采用 正方 形 “ 棋 盘 ? 和 采用 正六 边 形 “ 棋 盘 ? 有 
什么 不 同 ? 


就 原来 的 问题 而 言 , 在 取胜 的 几率 大 于 去 的 情况 下 ,在 正方 形 的 边 长 与 钱币 的 


半径 之 间 有 怎样 的 关系 ? 
为 了 求解 以 上 的 问题 ,学 生 们 共 花 费 了 几 天 的 时 间 , 但 这 对 于 他 们 提高 解决 问 
题 的 能 力 ,特别 是 创新 能 力 显然 十 分 有 利 。 
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【 例 3】 《数学 教学 通讯 》2000 年 第 三 期 发 表 了 刘 京 莉 老 师 4 
的 文章 “在 数学 课 中 培养 创新 意识 ”, 对 她 在 日 本 参观 过 的 一 堂 
名 为 “从 原 问 题 创 作出 新 闻 题 ”的 数学 课 进行 了 介绍 。 
具体 地 说 ,教师 在 此 首先 给 出 了 以 下 的 问题 ( 称 为 “ 原 间 9 O 
题 ”) :在 等 腰 三 角形 ABC 中 ,D,E 分 别 是 AC,AB 的 中 点 (图 
7- 28) ,求证 :BD=CE。 B C 
其 次 ,在 学 生 们 具体 地 完成 了 原 问 题 的 证 明 以 后 ,教师 又 要 图 7-28 
求学 生 以 此 为 基础 去 “创作 新 问题 ,可 以 先 不 证 明 ”。 为 了 给 全 
班 学 生 打开 思路 ,教师 请 三 位 同学 首先 发 表 了 自己 的 看 法 。 以 下 就 是 这 三 个 学 生 创 
作 的 新 问题 : 
问题 一 问题 二 问题 三 
已 知 :在 等 腰 三 角形 ABC 已 知 ; 在 等 腰 三 角形 作 长 方形 ABCD 的 
中 ,人 人 B, 人 C 的 平分 线 分 ABC 中 , D,EEF 分 别 是 两 条 对 角 线 并 交 于 
别 交 AC 于 点 D,AB 于 E。 ”AC,AB 的 中 点 。 点 O。 
求证 :BD=CE。 求证 ;了 DBC 人 ECB， 求证 :4AC= DB。 


M/A 
E 万 E D | 
B C B C A lp 


图 7- 29 图 7- 30 图 7-31 

结果 ,在 随后 的 练习 中 ,全 班 40 人 共 创 作出 了 84 道 题 , 其 中 可 以 证 明 的 ( 即 结论 
为 真 的 ) 有 28 道 . 

刘 京 莉 老 师 写 道 ,学 生 在 交流 过 程 中 ,对 自己 能 创作 这 么 多 新 问题 感到 非常 吃 
惊 ,非常 兴奋 ,通过 分 类 和 整理 ,同学 们 加 深 了 对 图 形 证明、 分 类 标准 的 多 样 性 的 理 
解 ,体验 了 发 展 创新 的 思维 方式 ……” 最 后 , 刘 京 莉 老 师 又 强调 指出 ,“ 在 数学 课 上 
“从 原 问题 创作 出 新 问题 ,不 仅 是 培养 学 生 的 创新 意识 的 途径 之 一 ,还 有 以 下 几 点 
作用 :第 一 ,不 论 是 谁 都 能 创作 新 问题 ;第 二 ,激发 学 生 学 习 数学 的 兴趣 ;第 三 ,能 让 
学 生体 会 到 发 现 的 愉快 感 ;第 四 ,这 种 类 型 的 数学 课 还 可 以 从 多 个 方面 进行 评价 ;第 
五 ,如 果 使 用 作 图 软件 ,在 计算 机 画面 上 能 更 有 效 作出 新 问题 ”。 
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刘 京 莉 老 师 的 上 述 分 析 是 很 有 道理 的 。 然 而 ,在 此 需要 强调 的 是 :这 一 文章 中 
所 提 及 的 很 多 例子 事实 上 都 可 被 看 成 前 面 所 介绍 的 “否定 假设 法 ”的 实际 应 用 。 从 
而 ,在 笔者 看 来 ,这 一 例子 事实 上 也 就 十 分 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 :如 果 我 们 在 此 能 
够 自觉 地 以 方法 论 作为 指导 来 进行 教学 ,就 可 取得 更 为 理想 的 教学 效果 ,特别 是 ,可 
更 为 有 效 地 去 帮助 学 生 掌握 提出 问题 的 方法 。 

具体 地 说 ,如 果 就 以 刘 文 中 所 给 出 的 “ 原 问 题 * 如 图 7 - 28) 作 为 使 用 “否定 假设 
法 ”的 实际 出 发 点 ,对 于 前 述 的 “否定 假设 法 ?中 的 各 个 步骤 我 们 就 可 同时 实行 如 下 ， 

“属性 一 ”: 原 问题 中 所 涉及 的 是 等 腰 三 角形 两 腰 上 的 中 线 ,如 果 不 是 中 线 的 话 ， 
那 又 可 能 是 什么 ? 

容易 看 出 ,按照 这 样 的 思路 ,以 下 两 个 问题 (图 7- 32、 图 7- 33) 的 提出 就 十 分 自 
然 了 (问题 A” 就 是 上 述 的 “问题 一 ”; 以 下 所 列举 的 其 他 各 个 问题 也 都 取 自 刘 京 莉 老 


师 的 文章 ,只 不 过 对 此 重新 进行 了 组 织 和 编号 ): 


问题 A 问题 B 
已 知 :在 等 腰 三 角形 ABC 中 ， 已 知 : 在 等 腰 三 角形 
芝 B, 人 C 的 平分 线 分 别 交 AC ABC 中 ,BD,CE 分 别 是 
于 DD, 交 AB 于 点 上。 AC,AB 边 的 垂 线 。 
求证 :BD=CE，。 求证 :BD=CE，。 

A A 

E D 
5 D 
B C B C 


图 7-32 图 7-33 

另外 ,如 果 进 一 步 拓 宽 思 路 的 话 ,我 们 显然 又 可 以 提出 以 下 的 问题 (图 7 - 34、 图 
7-35. 图 7-36); 

问题 C 问题 D 间 题 EE 
已 知 :在 等 膜 三 ”已 知 :在 等 腰 三 角形 ”已 知 ;在 等 腰 三 角形 ABC 中 ， 
角形 ABC 中 ， ABC 中 ,BD,CE 分别 ”BD,CE 分 别 是 AC,AB 边 的 中 
AD 二 AE, 连 结 是 CA,BA 延长 线 的 ” 线 , 并 从 B,C 点 分 别 作 AD 和 
BD,CE, 垂 线 。 AE 的 中 线 BF ,CG。 
求证 :BD=CE。 求证 :BD=CE， 求证 :BF=CG。 
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图 7- 34 图 7-35 图 7-36 
“属性 二 ”: 原 问题 中 所 要 求证 的 是 两 腰 上 的 中 线 相 等 ,如 果 不 是 这 样 的 话 , 那 又 
可 能 是 什么 ? 
显然 ,以 下 两 个 问题 的 提出 (图 7-37. 图 7- 38) 就 可 看 成 按照 这 样 的 思路 进行 
思考 的 结果 : 
问题 F( 这 就 是 原来 的 问题 二 ) 问题 G 
已 知 :在 等 腰 三 角形 ABC 中 ， 已 知 :在 等 腰 三 角形 ABC 中 ， 
BD,CE 分 别 是 AC， BD,CE 分别 是 AC， 
AB 的 中 线 并 交 于 点 下 。 AB 的 中 线 并 交 于 点 下 。 
求证 :人 DBC= 人 人 ECB，。 求证 :人 ABCF 是 等 腰 三 角形 。 
A A 
E D E D 
B C B C 
7— 37 图 7-38 
“属性 三 ”: 原 问题 中 所 涉及 的 图 形 是 等 腰 三 角形 ,如 果 不 是 这 样 的 话 , 那 又 可 能 
是 什么 ? 
不 难看 出 ,在 一 定 意 义 上 ,以 下 两 个 问题 (图 7 - 39 .图 7- 40) 就 可 看 成 按照 这 样 
的 思路 得 以 提出 的 : 

问题 H( 这 就 是 上 述 的 问题 三 ) 问题 I | 

在 长 方形 ABCD 中 作 两 条 对 角 在 正方 形 ABCD 中 ,从 万 点 分 

线 ,相交 于 点 O。 别 引 AB,BC 的 中 线 DE ,DF。 

求证 :AC=BD，。 求证 :DE==DF，。 
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图 7-39 图 7-40 

综 上 所 述 ,方法 论 的 研究 对 于 实际 的 教学 活动 就 确实 具有 一 定 的 指导 意义 。 另 
外 ,在 笔者 看 来 ,以 上 的 实例 事实 上 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 努力 提高 学 生 提出 问题 
能 力 的 重要 性 和 紧迫 性 ,不 然 的 话 , 我 们 就 会 在 未 来 的 国际 竞争 中 处 于 劣势。 

【 例 4】 以 下 实例 尽管 所 涉及 的 仅仅 是 教师 在 课程 上 的 “提问 ”( 第 一 节 中 的 例 4 
和 例 5 也 都 可 以 看 成 这 样 的 实例 ) ,但 这 显然 也 应 被 看 成 努力 培养 学 生 提 出 问题 能 力 
的 一 个 重要 方面 ,因为 ,如 果 我 们 的 教师 在 课堂 上 的 提问 并 非 十 分 适宜 ,这 无 疑 就 会 
对 学 生 提出 问题 能 力 的 培养 产生 十 分 消极 的 影响 ,特别 是 ,这 更 应 被 看 成 课堂 提问 
“适宜 性 ”的 一 个 重要 标准 , 即 应 当 “ 合 乎 情理 ,力求 自然 ", 从 而 才能 真正 有 利于 帮助 
学 生 学 会 “数学 地 思维 ”。 

具体 地 说 ,这 是 (中 学 数学 教学 参考 》2000 年 第 三 期 所 刊登 的 一 个 课 例 :“ 余 弦 定 
理 (第 一 课 )。” 

由 于 勾 股 定理 是 学 生 们 已 经 掌握 的 一 个 知识 ,因此 ,从 方法 论 的 角度 分 析 , 在 余 
弦 定 理 的 教学 中 ,我 们 显然 就 应 突出 强调 直角 三 角形 与 一 般 三 角形 之 间 的 关系 ,或 
者 说 ,应 将 以 下 的 问题 贯穿 于 全 部 的 课程 ， 

“我 们 已 经 知道 了 直角 三 角形 三 条 边 之 间 的 关系 ,那么 ,在 一 般 三 角形 的 三 条 边 
之 间 又 存在 什么 样 的 关系 呢 ?” 

进而 ,在 对 上 述 问题 进行 探索 时 ,我 们 显然 又 应 考虑 ， 

“是 否 就 可 利用 已 有 的 知识 , 即 匀 股 定理 来 解决 所 面临 的 新 闻 题 ?” 

从 所 发 表 的 课 例 看 ,相关 的 老师 无 疑 也 清楚 地 意识 到 了 在 直角 。 
三 角形 与 一 般 三 角形 之 间 所 存在 的 重要 联系 。 但 是 ,为 了 帮助 学 生 
具体 地 去 “发 现 ?余弦 定理 ,在 对 匀 股 定理 进行 回忆 以 后 (特别 是 ,在 
具体 地 给 出 了 a 二 c? 一 这 一 关系 式 以 后 ), 课 例 中 却 设计 了 这 样 “| 放 
一 个 问题 (如 图 7- 41)， 

“在 直角 三 角形 中 , 若 已 知 5,c 和 人 人 A, 怎样 用 它们 去 表示 直角 cL 4 
边 4a?”( x ) 

当然 , 课 例 设计 者 在 此 所 希望 的 即 是 能 由 此 而 引出 以 下 的 表 图 ?和 
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a 一 C2 = 十 一 20: = 二 cc? 十 b: 一 2bccosA; 

进而 ,通过 验证 相应 的 关系 式 对 于 其 他 两 条 边 也 是 成 立 的 ,从 而 就 可 为 “学 生 深 
刻 理 解 和 掌握 余弦 定理 ”做 好 “必要 的 铺垫 "一 一 后 者 就 是 指 ,学 生 能 由 上 述 关系 式 
在 直角 三 角形 中 “普遍 ”成 立 猜测 出 “这 一 规律 在 斜 三 角形 中 也 是 成 立 的 ”。 

对 于 上 述 的 教学 设计 有 关 的 点 评 者 作出 了 如 下 的 点 评 : 教师 恰当 的 点 拨 : 构 造 
平方 和 、 引 入 角 A, 顿 时 起 到 峰回路转 ,柳暗花明 的 作用 , 怎 能 不 引起 学 生 的 共鸣 !1” 但 
是 ,笔者 以 为 ,如 果 我 是 一 个 学 生 , 就 实在 不 能 理解 教师 在 此 为 什么 会 提出 上 述 的 问 
题 (* ) ,因为 ,在 已 知 勾 股 定理 的 情况 下 ,用 5,c 即 可 表示 出 直角 边 a ,为 什么 又 要 进 
而 去 研究 如 何 用 56,c 和 人 A 去 表示 直角 边 a 呢 ? 这 难道 不 是 无 故地 节 外 生 枝 ,事实 
上 就 是 化 简 为 繁 吗 ? 或 者 说 ,这 一 问题 在 很 大 程度 上 也 可 被 看 成 波 利 亚 所 说 的 “从 
帽子 里 掏 出 来 的 一 只 兔子 ?! 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 , 我 们 在 此 还 可 换 一 个 角度 来 进行 思考 。 试 问 : 如 果 教 
师 不 是 事先 已 经 知道 了 余弦 定理 ,是 否 还 会 提出 这 样 的 问题 ?或 者 说 ,您 是 否 真 的 
相信 :有 任何 人 会 通过 这 样 的 “ 设 问 ” 在 事先 不 知道 余弦 定理 的 情况 下 发 现 ( 或 重新 
发 现 ) 这 一 定理 ? 

当然 , 面 对 上 述 的 责 疑 ,我 们 在 此 似乎 也 可 作出 这 样 的 “辩护 ”这 里 所 作 的 难道 
不 就 是 前 面 所 说 的 “方法 论 重建 ”" 吗 ! 但 是 ,笔者 认为 ,这 样 的 “ 设 问 ”实在 是 太 不 合 
情理 、 太 不 自然 了 ! 从 而 ,与 我 们 所 期 望 的 通过 方法 论 的 分 析 能 使 相关 内 容 对 于 学 
生 而 言 真正 成 为 “可 以 理解 的 ”“ 可 以 学 到 手 的 ”和 “能 够 加 以 推广 应 用 的 ”这 一 目标 
相反 ,学 生 这 时 必然 会 因为 深 感 “困惑 ”而 放弃 主动 的 探索 ,并 简单 地 采取 “跟着 老师 
走 ” 的 策略 ;进而 ,如 果 这 样 的 情况 在 教学 中 再 三 地 重 现 ,那么 ,最 终 就 必然 会 出 现 这 
样 的 场面 :在 过 到 新 的 问题 时 ,学 生 将 习惯 于 等 待 教师 来 “点 拨 ”, 包 括 按照 教师 的 提 
示 进 行 纯 形 式 的 运作 ( 即 如 将 ?二 0 一 万 改写 成 呈 十 下 一 2bccos4) ,并 按照 教师 的 
“暗示 ” 即 如 “在 得 出 这 一 规律 以 后 一 一 即 是 指 ,在 直角 三 角形 中 ,任何 一 边 的 平方 
等 于 其 他 两 边 平方 的 和 减 去 这 两 边 与 它们 夹 角 的 余弦 的 积 的 两 倍 一 一 你 想到 了 什 
么 ?”) 来 作出 “猜测 ”。 从 而 ,尽管 这 时 在 教学 中 或 许 仍 可 经 常 看 到 “学 生 的 共鸣 ”, 但 
后 者 事实 上 却 又 只 是 一 种 纯粹 被 动 的 “回声 ”( 或 者 说 ,“ 剧 场 效应 ”) ,因为 ,这 种 反应 
并 不 包含 有 任何 的 主动 性 和 创造 的 成 分 ! 

由 此 可 见 , 作 为 搞 好 教学 的 重要 一 环 , 设 问 必 须 合 乎 情理 ,力求 自然 。 另 外 ,就 余弦 
定理 的 教学 而 言 ,我 们 则 又 应 当 明确 地 肯定 这 样 一 点 :由 于 余弦 定理 显然 可 以 被 看 成 色 
股 定理 的 直接 推广 ,因此 ,我 们 在 此 就 应 尽 可 能 地 利用 匀 股 定理 来 证 明 余 弦 定 理 , 而 这 
显然 也 可 以 帮助 学 生 更 好 地 去 理解 “特殊 化 ?这 一 重要 的 思维 方法 和 解 题 策略 。 

值得 指出 的 是 ,由 笔者 看 来 ,这 一 教案 之 所 以 会 采取 所 提 及 的 “不 自然 ”思路 ,很 
可 能 与 以 下 两 个 原因 有 着 直接 的 关系 : 

第 一 “ 紧 扣 教材 "。 因 为 ,在 现行 的 教材 中 ,余弦 定理 是 用 坐标 法 、 而 并 非 利用 


180€@ 


， 
5 
人 


与 直角 三 角形 的 联系 得 到 证 明 的 。 但 是 ,笔者 认为 ,即使 在 教学 中 我 们 应 当 与 教材 
有 所 呼应 ,但 也 仍然 可 以 首先 用 后 一 方法 对 余弦 定理 作出 证 明 ,然后 再 引导 学 生 去 
考虑 以 下 的 问题 :除去 所 使 用 的 “综合 法 ”以 外 ,我 们 能 否 用 其 他 的 方法 对 余弦 定理 
作出 证 明 ? 

特殊 地 ,笔者 以 为 ,也 就 只 有 通过 这 两 种 方法 的 对 比 ,我 们 才能 帮助 学 生 更 好 地 
理解 “坐标 法 ”的 优越 性 , 因为 ,在 用 “综合 法 ”对 余弦 定理 进行 证 明 时 ,我 们 必须 就 锐 
角 三 角形 和 钝 角 三 角形 这 两 种 情况 分 别 进行 证 明 。( 当 然 , 所 说 的 “不 足 之 处 ”也 未 
必 一 定 是 一 件 “ 坏 事 ”, 因 为 ,如 果 在 所 说 的 情况 下 我 们 能 够 充分 发 挥 学 生 的 主动 性 ， 
即 如 让 学 生 能 通过 主动 的 探索 去 发 现 余弦 定理 在 锐角 三 角形 和 钝 角 三 角形 的 情况 
下 都 是 适用 的 ,这 种 “内 在 的 统一 性 ”就 会 真正 起 到 “震撼 学 生 心 灵 ” 的 作用 ,特别 是 ， 
如 果 教 师 能 在 锐角 三 角形 的 情况 已 经 得 到 研究 时 首先 要 求学 生 对 印 角 三 角形 的 情 
况 作 出 猜测 ,那么 ,学 生 就 将 不 仅 会 对 结果 的 “统一 性 ”感到 “惊奇 兴奋”, 更 可 因此 
而 获得 对 于 实际 数学 活动 \ 包 括 猜想 与 证 明 辩 证 关系 更 为 深刻 的 认识 。) 

因而 ,这 一 实例 事实 上 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 一 点 :我们 不 应 过 分 迷信 教材 ， 
或 者 说 ,与 所 谓 的 “ 紧 扣 教材 ? 相 比 , 我 们 更 应 强调 亲身 的 实践 。” 

第 二 ,对 于 "发 现 ?与 “证 明 ” 的 严格 区 分 。 在 此 , 如 是 否 应 当 首 先 做 出 关于 余 必 
定理 的 猜测 ,然后 再 集中 精力 去 对 此 进行 证 明 。 

然而 ,又 如 第 2 章 中 已 指明 的 ,这 事实 上 应 被 看 成 实际 数学 活动 的 一 个 重要 特 
点 , 即 在 发 现 与 证 明之 间 存 在 有 密切 的 联系 ,特别 是 ,这 即 是 所 谓 的 “合理 猜想 ”的 一 
个 重要 内 涵 , 即 猜想 的 过 程 同时 也 为 相应 结论 的 证 明 提 供 了 重要 的 思路 一 一 显然， 
后 者 事实 上 也 可 被 看 成 余弦 定理 的 “综合 法 "证明 的 一 个 重要 优点 。 

综 上 可 见 , 为 了 培养 学 生 提 出 问题 的 能 力 ,教师 自身 也 必须 十 分 讲究 提问 的 艺 
术 , 特 别 是 , 设 问 应 当 合乎 情理 ,力求 自然 一 一 更 为 一 般 地 说 ,笔者 以 为 ,这 事实 上 也 
就 可 以 被 看 成 利用 数学 方法 论 指导 实际 数学 教学 活动 的 关键 所 在 ! 

【 例 5】 与 例 4 一 样 ,这 一 实例 也 可 说 十 分 清楚 地 表明 了 我 们 应 当 十 分 重视 课 
堂 提 问 的 “适宜 性 ”。 两 个 例子 的 区 别 则 在 于 : 例 5 并 非 是 对 于 某 一 课 例 的 具体 点 评 ， 
而 是 主要 涉及 关于 课堂 教学 的 如 下 一 般 性 主张 “能 否 少 问 学 生 几 个 ‘为 什么 9” 
(《 中 学 数学 教学 参考 》,1999 年 第 十 期 ) 

具体 地 说 ,主要 地 也 正 是 出 于 培养 学 生 创 新 能 力 (更 为 准确 地 说 , 即 是 学 生 的 猜 
想 能 力 、 想 像 能 力 和 直觉 能 力 ) 的 考虑 ,这 一 文章 提出 ,由 于 学 生 ( 至 少 是 一 部 分 同 
学 ) 对 于 某 些 问题 能 作出 很 好 的 猜测 ,而 且 ,“ 在 数学 中 确实 有 许多 “只 可 意 会 .不 可 
言传 ;的 东西 ,要 说 明 为 什么 有 时 是 很 困难 的 ”, 因 此 ,“ 在 猜想 阶段 ,在 不 知道 结论 是 
什么 的 阶段 ,( 应 当 ) 尽 量 少 问 学 生 ' 为 什么 '”。 作 者 又 指出 ,数学 教学 应 当 热 情 鼓 励 
对 于 演绎 过 程 的 “跨越 ”, 而 “我 们 的 数学 却 是 由 于 教师 问 了 学 生 太 多 的 为 什么 而 
抑制 了 这 种 “跨越 ?”。 
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教师 在 数学 教学 中 当然 应 当 注 意 保护 学 生 已 有 的 猜想 能 力 和 直觉 能 力 。 但 是 ， 
笔者 以 为 ,除了 这 种 “保护 ”的 含义 以 外 ,以 下 则 应 被 看 成 教学 工作 更 为 重要 的 一 个 
任务 , 即 应 清楚 地 认识 无 论 是 猜想 能 力 或 是 直觉 能 力 都 有 一 个 后 天 的 发 展 过 程 ,并 
应 通过 自己 的 教学 有 意识 地 去 帮助 学 生 逐 步 学 会 合理 的 猜想 方法 ,并 使 他 们 的 直觉 
不 断 得 到 发 展 和 趋向 精致 (特殊 地 ,也 只 有 通过 教师 的 引导 ,学 生 才 会 清楚 地 认识 证 
明 的 必要 性 及 其 积极 意义 ) 。 显 然 ,从 这 样 的 角度 去 分 析 , 简单 地 认定 在 教学 中 应 当 
少 问 学 生 几 个 “为 什么 ?就 是 不 够 妥当 的 ,我 们 的 分 析 更 不 应 停留 于 关于 “教师 在 教 
学 中 多 问 学 生 几 个 "为 什么 ?就 可 能 抑制 学 生 的 猜想 和 直 党 能力? 这 样 一 种 认识 , 毋 
宁 说 ,这 里 的 关键 仍然 在 于 课堂 提问 的 “适当 性 ”。 

进而 ,笔者 以 为 ,我 们 在 此 又 应 清楚 地 看 到 这 样 一 点 :尽管 这 “有 时 是 很 困难 
的 ”, 但 是 ,一 个 好 的 猜想 (或 者 说 , 一 个 “合理 ”的 猜想 ) 又 总 是 有 “道理 ?可 言 的 ( 当 
然 , 后 者 不 能 简单 地 被 等 同 于 严格 的 证 明 , 毋 宁 说 ,这 主要 是 指 一 些 启发 性 的 原则 )， 
特别 是 ,从 教学 的 角度 看 ,后 者 事实 上 也 就 可 以 被 看 成 集中 地 体现 了 用 数学 方法 论 
去 指导 具体 数学 知识 内 容 的 教学 的 基本 意义 , 即 能 够 通过 “方法 论 的 重建 ” 较 好 地 实 
现 “ 化 难为 易 “ 化 神奇 为 平 几 ”。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ,在 此 还 可 就 这 一 文章 中 所 给 出 的 一 些 例子 作出 具体 
分 析 。 

第 一 ,这 或 许可 以 被 看 成 一 个 巧合 , 即 这 一 文章 所 提 及 的 一 个 例子 (文中 称 为 
“ 幻 方 ”) 恰 恰 就 是 本 章 第 一 节 例 3 中 所 处 理 的 那个 问题 ,也 即 如 何 将 1,2,…,9 这 九 
个 数字 填 人 类 似 九宫 格 那 样 的 九 个 小 方 格 之 中 ,并 使 得 每 一 行 、 每 一 列 以 及 对 角 线 
上 的 三 个 数字 的 和 都 相等 。 这 篇 文章 的 作者 提出 ,在 面 对 上 述 问 题 时 ,有 不 少 学 生 


”和 凭 直觉 认为 应 首先 确定 最 中 间 的 那个 方 格 里 的 数 是 什么 ,也 往往 能 正确 地 猜测 出 应 


在 其 中 填 上 5 这 样 一 个 数字 ,等 等 。 但 是 ,要 想 清楚 地 说 明 以 下 一 些 问题 却 是 十 分 困 
难 的 :为 什么 先 确定 中 间 位 置 上 的 数 ? 这 一 位 置 又 为 什么 填 5? 为 什么 对 角 线 上 填 
写 6 和 4? 等 等 。 然 而 ,这 显然 就 可 被 看 成 例 3 的 一 个 主要 目的 , 即 是 清楚 地 表明 对 
于 上 述 各 个 问题 我 们 的 确 可 以 从 启发 法 的 角度 说 出 一 定 的 道理 ,而 且 , 这 种 分 析 对 
于 帮助 学 生 学 会 数学 地 思维 、 包 括 努 力 提高 他 们 的 创新 能 力也 是 十 分 有 益 的 。 

第 二 ,文中 还 提 及 如 下 的 关于 球 的 体积 公式 的 “猜测 情境 ”( 如 图 7 - 42) : 
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显然 ,在 这 一 情境 下 ,这 就 是 一 个 十 分 自然 的 猜测 ， 半球 的 体积 为 了 xR (从 而 ， 


球 的 体积 就 是 所 xR*)。 另 外 ,尽管 这 并 非 我 们 所 希望 的 真正 的 解释 ,但 同样 也 可 被 
看 成 从 一 个 不 同 的 角度 为 学 生 如 何 会 得 出 上 述 的 猜测 提供 了 可 能 的 解答 :在 所 说 的 
情境 下 ,万 xR* 显然 是 教师 所 期 望 的 一 个 结果 ,而 且 ,任何 有 经 验 的 教师 又 都 清楚 地 


知道 ,学 生 往往 能 由 自己 的 学 习 经 验 总 结 出 如 下 的 “启发 性 法 则 ”: 按 照 教师 所 暗示 
的 思路 去 寻找 解答 往往 最 为 有 效 和 最 为 可 靠 。 

从 而 ,在 笔者 看 来 ,后 一 事例 事实 上 也 就 十 分 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 :为 了 培养 
学 生 的 猜想 和 直觉 能 力 , 我 们 不 能 在 “启发 ”的 道路 上 走 得 过 远 。 具 体 地 说 , 与 直接 
给 出 图 7- 42 相 比 ,笔者 以 为 ,以 下 的 做 法 也 许 更 为 恰当 , 即 教师 可 以 首先 提出 这 样 
的 一 些 问 题 或 建议 “如 果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ,可 先 解决 一 个 与 此 有 关 的 问 
题 。 你 能 不 能 想 出 一 个 更 容易 着 手 的 有 关 问 题 , 一 个 更 普遍 的 问题 ,一 个 更 特殊 的 
问题 ?…… ”例如 ,正如 第 2 章 第 一 节 的 例 6 所 已 指明 的 ,我 们 在 此 即 可 通过 平面 与 
空间 的 类 比 由 圆 的 面积 公式 去 联想 出 球 的 体积 公式 。 

由 此 可 见 , 尽 管 我 们 可 以 同意 以 下 的 意见 , 即 不 应 “每 一 步 、 每 一 个 问题 都 问 学 
生 几 个 为 什么 ”, 但 是 ,我 们 显然 又 不 应 谨 目 地 去 倡导 “教师 在 教学 中 应 当 少 问 学 生 
几 个 为 什么 ”” ,组 宁 说 ,这 里 的 关键 仍然 在 于 课堂 提问 的 “恰当 性 ”。 

最 后 ,还 应 强调 的 是 ,这 事实 上 又 可 被 看 成 教学 工作 所 应 努力 追求 的 一 个 更 高 
层次 的 目标 , 即 应 当 努 力促 进 学 生 由 “被 动 状 态 ” 向 “自觉 状态 ”的 重要 转变 。 就 我 们 
当前 的 论题 而 言 ,也 就 是 说 ,我 们 不 仅 应 经 常 地 问 学 生 “ 为 什么 ”, 而 且 也 应 努力 帮助 
学 生养 成 自问 与 反思 的 良好 习惯 ,也 即 由 纯粹 被 动 地 去 回答 教师 关于 “为 什么 ”的 问 
题 转变 成 经 常 地 向 自己 提出 “为 什么 ”。 

容易 想到 ,这 事实 上 就 是 第 6 章 第 二 节 中 所 提 及 的 关于 应 当 如 何 有 效 地 去 提高 
学 生 元 认 知 能 力 的 一 个 基本 途径 , 即 应 由 教师 经 常 地 去 问 及 “什么 ”为 什么 “如 何 ” 
这 样 三 个 问题 转 而 更 加 重视 如 何 帮 助 学 生 在 上 述 方面 养 成 自我 总 结 与 自我 反思 的 
良好 习惯 。 另 外 ,从 更 为 深入 的 角度 看 ,这 事实 上 也 可 被 看 成 数学 思维 的 一 个 本 质 
特点 ,因为 ,与 其 他 自然 科学 中 的 “经 验 抽象 "不同 ,数学 抽象 主要 地 应 被 看 成 一 种 
“ 自 反 抽象 ”, 即 是 如 何 “ 把 已 发 现 结构 中 抽象 出 来 的 东西 射 或 反射 到 一 个 新 的 层面 
上 ,并 对 此 进行 重新 建构 ”, 从 而 ,所 说 的 反思 活动 也 就 应 当 被 看 成 在 数学 抽象 中 占 
据 了 特别 重要 的 地 位 。 

总 之 ,我 们 不 仅 应 当 十 分 重视 课堂 提问 的 适当 性 ,而 且 更 应 努力 帮助 学 生养 成 
自问 与 反思 的 良好 习惯 ,包括 经 常 地 多 问 自己 几 个 “为 什么 ”。 


省 183 


